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PREFACIO 


El contenido del presente libro es la exposición exhaus- 
tiva de la teoría de los sistemas de ecuaciones lineales 
que se apoya solamente en las transformaciones elemen- 
tales de las matrices. Añadamos sólo que formalmente en 
ésta no se utiliza el método de la inducción matemática 
completa, Sin embargo, en algunos casos éste se sobre- 
entiende en la palabra «etcétera». El lector, que conoce 
este método, sin dificultad alguna conducirá la exposición 
hasta el nivel actual de rigurosidad. El objetivo funda- 
mental de los ejercicios que se ofrecen es prestar al lector 
la posibilidad de comprobar el grado de aprendizaje 
del material que él estudia. Para el conocimiento más 
profundo de la asignatura sirve cualquier curso del álgebra 
lineal, Se sobreentiende que al autor le parece mejor su 
manual de estudio «Elementos del álgebra» (Moscú. Edi- 
torial «Майка», 1980), pero, esto os, naturalmente, una 
opinión subjetiva. 

La idea sobre la que se basa el Jibro propuesto se 
empleó durante Та enseñanza en la sección de la lingüística 
estructural de la facultad filológica do la Universidad 
Estatal de Moscú M. V. Lomonósov. 


El autor 


$1. 
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 
Y SUS SOLUCIONES 


Llámase ecuación lineal de n incógnitas la ecuación 
de la forma 


ауу 4 ах, +... H antn = b, (14) 


donde а, 23, ..., Gp, b son los números reales dados. 
Por ejemplo, 


Фа + а = 3, (1.2) 
t + %—=0 (1.3) 

y 
а ж + ta т = 40 (1.4) 
son las ecuaciones de dos, tres y cnatro incógnitas, res- 
pectivamente. Los números а, а, 2... а, se llaman 


coeficientes de la ecuación (1.1), mientras que el número b, 
su término independiente. ¿Qué es la solución do la ecua- 
ción lineal? Para responder a esta pregunta introduzca- 
mos en el examinado una fila de longitud п *) 


б. е do (1.5) 


donde оц, .... %, Son números reales. Subrayemos que 
la noción de fila es indeterminada. Es lógico, que se 
puede rocir que la fila es una sucesión compuesta ilo n 
números reales. Pero, en este caso es conveniente pre- 
guntar: ¿qué es ппа sucesión? La fila (1.5) se denomina 
solución de la ecuación (1.1), si 
а, F а40 t. -F anan = b. 

Así, como solución de la ecuación (1.2) sirven las filas 
(1, 1), (0. 3), (2. —1). Pueden ser indicadas, también, 
otras soluciones. Entre las soluciones de la ecuación 
(1.3) llamemos las filas (1, 1, 2), (1, 0, 1), (0, 0, 0) y 
entre las soluciones de la ccuación (1.4), las filas (10, 10, 
10, 10), (40, 0, 0, 0), (70. —10, —10, —10). Para la 
ecuación 


Ox, + 02, +... + 00, = 


*) Gon mugha frecuencia еп lugar de afila» se dice «vector; 
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como solución sirve cualquier fila de longitud n, mientras 
que la ecuación 


Ол, t 0з, +... +02 =1 


en general no tiene solución. Por lo tanto, la ecuación 
lineal puede poseer gran cantidad de soluciones, Solu- 
cionar Lal ecuación significa describir de cualquier pro- 
cedimiento este conjunto de soluciones. Para la ecuación 
(1.2) puede ser propuesta la siguiento descripción: como 
soluciones de la ecuación (1.2) sirve todo género de filas 
tipo (о, З — 20), donde œ es un número real arbitrario. 
El conjunto de soluciones de Ja ecuación (1.3) consta de 
todas las filas Lipo (о, P, о + В), donde a y f son números 
roales arbitrarios. Como soluciones de la ecuación (1.1) 
рага a, 0 sirven las filas 

( 0-і40а-...--а, бу 


СІ рец) 


donde «a, . . ., а, Son números reales arbitrarios. Seme- 
jante descripción puede ser obtenida también en el caso 
cuando so distingue de cero cualquier otro coeficiente de 
esta ecuación. Por lo contrario, si todos los cocficientes 
son iguales a cero, entonces para b = 0 como solución 
sirvo cualquier fila de longitud n y рага b Æ0 no һау 
soluciones. 

En calidad de probloma que se soluciona con ayuda 
de la ecuación (1.4) examinemos el siguiente. En la pisci- 
па de 40 m? están tendidos 4 tubos. ¿Qué canlidad de 
agua debe trasegar por cada ino de éstos, para llenar la 
piscina? Las soluciones de la ecuación (1,4) aducidas 
antes pueden ser interpretadas así: la primera —por 
cada tubo se debe echar 10 m*, la sogunda— echar por el 
primor tubo 40 та" у uo usar los demás tubos, ta Lercera— 
echar por el primer tubo 70 mê у por cada uno de los 
demás tubos vaciar 10 m?. No es difícil de entender que 
por cualesquiera tres tubos se puede echar o vaciar una 
cantidad arbitraria de agua. Sín embargo, sí esto está 
hecho, la cantidad de agua yaciada o echada por el cuarto 
tubo, se detormina unívocamente, 

Compliquemos el problema recién examinado de la 
piscina, requiriendo que la cantidad de agua suministrada 
por el tercer tubo coincida соп la cantidad de agua sumi- 
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nistrada por todos los demás tubos lomados conjuntamento, 
Entonces los volúmenes de agua que se Lrasiega por cada 
uno de los tubos deben а la par соп la ecuación (1.4) 
satisfacer la ecuación 


Lp F ta — Ta = 


En esto caso se «dico que la fila buscada debo salisfacor el 
sistema de dos ecuaciones lineales: 


ж, + ta + £y + 2, = 40, 
жу F ж + a +a = 0. 


Al sustraer de la primera ecuación la segunda, obtenemos 
2z, = 40, de donde ж, = 20. Por consiguiente, en cual- 
quier caso por el tercer tubo deben ser echados 20 ш? 
de agua. Pero, el funcionamiento do los tubos restantes 
se determina mediante la ecuación 


a +2 +2 = 20, 


de la cual se ve que el régimen de funcionamiento de cua- 
lesquiera dos tubos rostantes puede ser prefijado arbitra- 
riamente. Pero, si ésle está prefijado, el volumen de 
agua que pasa por el último tubo se determina unívoca- 
mente. 

En ol caso general tropezamos con el sistema m de 
ecuaciones de n incógnitas: 


(1-6) 


аца E Qata Ы... inn = bp 


E 


ада F Amata 5... F nin = bm- 


La Ша (а, + + +3 On) 86 llama solución de өзі sistema, si 
ella ез la solución de cada una de las ecuaciones que 
entran en ésta. En particular, al conjunto de soluciones 
del sistema (1.6) portenecen las filas (5, 5, 20, 10), 
(15, 10, 20, 25) y olras. 


Prestemos atención al sistema Пе designaciones adoptado en 
1а anotación del sistema (1.7). Por ejemplo, los índices del соей- 
ciente ау, indican que hemos de tratar con ol segundo cocficiente 
de la primera ecuación Por esta razón se debe decir «a uno dos» y nu 
«а dore», 
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Ya еп el ejemplo del sistema (1.6) fue visto que las 
incógnitas están lejos do ser equivalentes. El valor de 
unas puede determinarse mediante el sistema de ecuacio- 
nes lineales, las otras pueden prefijarse arbilrariamente, 
las lerceras se determinan unívocamente, cuando la 
selección de los valores de las incógnitas prefijadas de 
modo arbitrario уа eslá realizada. El objetivo del pre- 
sente libro es enseñar al lector cómo se realiza el análisis 
correspondiente. 

Dos sislemas de ocuaciones lineales so denominan 
equivalentes, si cualquier solución del primer sistema es 
la solución del sogundo y vicoversa. Está claro, que en 
Ingar del sistema dado puede sor resuelto cualquier siste- 
ma equivalente a éste, 

Por ejemplo, el sistema (1.6) es equivalente al sistema 


ж 08 


ау H dig H- ta H Ta 
Ox, + Ол, + ta t 024 


En efecto, si 4 = (0), Œg 03, 04) es la solución del 
sistema (1.6), esta fíla sirve como solución de la primera 
ecuación de este sistema y, vale decir, también, de la 
primera ecuación iel sistema (1.8). Además, como ya se 
había señalado antes, debe ser с = 20 y, por consiguien- 
te, la fila 77 es tambión la solución de la segunda ecuación 
del sistema (1.8). Por lo tanto, cualquier solución del 
sistema (1.6) sirve como solución del sistema (1.8). Al 
contrario, admitamos que v = (рі, Pa, Pas Ва) es la solu- 
ción del sistema (1.8). Como antes, enseguida vemos que v 
os la solución de la primera ecuación del sistema (1.6). 
Además, В, = 20 y Pi + Ba + 20 + В, = 40. De aquí 
В. + Po + Ba = 20 у, por consigniente, В, H- Pa — By + 
+В, = Bi + В. — 20 + Ba = 40 — 20 = 20. Еп con- 
secuencia, v sirve como solución de la segunda ecuación 
dol sistema (1.6) y, vale decir, también, solución de todo 
este sistema, 

Teorema 1.1. Si al sistema de ecuaciones lineales de п 
incógnitas se agrega la ecuación 


Оз, + Usa... + 0%, =0, 


entonces surge un sistema equivalente al inicial, 


> и 


= 


Demostración n yista de que cada ecuación del 
sistema viejo es la ecuación del nuevo, cada solación del 
nuevo sistema sirve como solución del viejo. No obstante, 
si la Шай es la solución del sistema viejo, ésta os, sin 
duda, la solución de Lodas las ecuaciones del nuevo sistema 
salvo, puede ser, de la agregada. Pero, й sirve como solu- 
ción también de esta ecuación, puesto que, como ya se 
había señalado, en calidad de su solución sirve cualquier 
fila do longitud n. Así, pues, cualquier solución dol sistema 
viejo es la solución del nuevo, con lo que se concluye la 
«demostración. 


EJERCICIOS 


1. Componer sistemas de ecuaciones lineales para solucionar 
108 siguientes problemas: 

a) ¿Cuáles son los lados de un cuadrilátero, si la snma de las 
longitudes de éstos es igual a 40 m, mientras que la suma de las 
Јоле тев de los tres primeros lados ез 20 m mayor que la longitud 
del “evarto lad 

b) ¿Con qué procedimientos se puede pagar 2 rublos con 20 mo- 
nedas de 5, 10, 15 y 20 kopeks de valor de cada una? 

с) ¿Cuáles pueden ser los cuatro números, la апта de cuales- 
quiora tres de éstos es igual a 1? 

d) ¿Cuáles pueden ser los cuatro números, la suma de cuales- 
quiera dos de éstos vs igual а 1? 

e) ln una obra de construcción hay cuatro hormigoneras de 
rendimiento cada una de 20, 12, 15 y 10 toneladas ile hormigón por 
hora, Se requiere diariamente durante tres días prodnoir 120 tonola- 
das observando las siguientes condiciones; 1) la hormigonera de 
menor rendimiento trabaja diariamente, mientras que cada una de 
las restantes, dos díns; 2) simultáneamente están trabajando tros 
horinigoneras; 3) el número de horas de trabajo de cada i rmigano 
ra es el mismo раға todos los días de trabajo ¿Cuántas horas debe 
trabajar cada una de las hormigoneras! 

Г) ¿Cuál puode ser la sucesión de n números. si la suma de dos 
términos vecinos de esta sucesión equivale ¡cero y lo mismo es justo 
para los términos primero y último? 

+ Si al sistema (1.7) añadir la ecnación 


(а + ад) = + (jo аш) та ы... 
++ (аа + агь) £n = bi F М, 


se obtendrá un sistema equivalente al inicial Demostrarlo. 
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$2 
MATRICES Y SUS TRANSFORMACIONES 
ELEMENTALES 


El aparato que permite resolver ol problema plan- 
teado en el párrafo precedente son las matrices que surgen, 
como veremos, de las filas de longitud л, Cabe recordar, 
que la noción de la fila de longitud п Пе números reales 
es indeterminada. Si está dada la fila й = (4, . ++ ал), 
entonces los números a, se llaman sus coordenadas 0 com- 
ponentes. Las filas (а). + «y Am) Y (bys -+ 2 Dn) se conside- 
ran iguales, si m = n y а, = b, para todos los 1. La tila 
que consta sólo de ceros se Пата nula y se designa por 0, 
Llámase líder de la fila su primera coordenada no nula. 
Por ejemplo, los lídores de las filas (0, 1, 0, 0, 0), 
(1,0, 1) y (0,0,0, 0, 1) во disponen en los lugares segundo, 
primero y quinto, repectivamente. Se comprende, que la 
fila mula no tiene lídor. So puede adicionar dos filas de 
la misma longitud. La suma de dos filas se determina por 
medio de la siguiente regla: 


(аа) А (фу... б) = (а F ТЫН 


Sulrayemos que el símbolo -+ en los miembros primero 
y segundo «de esta igualdad tiene distinto sentido. Eo el 
primero éste designa 1а suma de las filas y en el segundo, 
la sima de los números reales. Por ejemplo, 


(1,23, —1)+ (2,1,0, 1) = (3, 3,3, 0). 


Si Zos una fila arbitraria do longitud n y 0, la fila nula 
de longibul ж, entonces, como es fácil de ealenlar, 


Teorema 2,1. 8404, b y e son filas arbitrarias de longitud 
п. entonces 


аф = 0 4а 


@+® Ке=а+(@-+ ©. 
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Demostración. Sea que 


T= (ën ..., dp) 


у 
b= (Br ..-. Ва). 
Entonces 
а Da (e H fias аа E Ba) 
y 


ъ+а = (В, + од... Ва Tan) 


Puesto que para adicionar los números reales la ley 
conmutativa es justa, entonces 


аср = Bi + ans a + Pa = Be о... 
‚бө An F Pr = Bu Жа. 


Así, pues, las filas a + b y b + а tionen la misma longi- 
tud y para сада і la misma ¿-ósima coordenada. Según 
la defiaición de la igualdad de las filas о + b=b+a, 
es lo que se dobía demostrar. 

Para la demostración de la segunda igualdad ponga- 
mos С. (Yo + m Э) y observemos, que сото i 
coordenadas de las filas, que se encuontran en los miem- 
bros primero y segundo de nuestra igualdad, sirven los 
números (0; -- Bi) + ү, у с + (Pi ү). Tomando cn 
consideración la justeza de la Іоу asocinliva para los 
números reales, como anteriormente, llegamos a la 
igualdad necosaria. 


Advirtamos, que no todas Jas operaciones que se encuentran 
en las matemáticas son conmutalivas Pxaminemos, por ejemplo, 
el conjunto de palabras anotadas con ayuda de las letras del alfa- 
beto latino. Con ello, por palabra eomprenderemos cualquier suce- 
sión de estas letras: por ejemplo, las palubras pre, mamá y 
паоіит. Delerminemos la operación de adición mediante la siguien- 
te regla: 


т лт E Фа 
(aquí tanto тү, como también y, по son diversas letras, obligatoria- 
mente), Está claro que, por ejemplo, т + (amá) = mami + 
+ атйт = (amá) + т Por consiguiente, existen tales palabras 
“y e, que n + vsr- u Sin embargo, se puede demostrar que 
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la igualdad (и + v) + w = ш (940) es justa рага cuales- 
quiera palabras и, » y w (¡mtenten!), Otro ejemplo de la operación 
по conmutativa es la de clevación a potencia en el conjunto de 
números reales, puesto que 22% 32 


Gracias al teorema 2.1, adicionando las filas podemos 
actuar así mismo, como hemos acostumbrado a hacerlo 
durante la adición de los números, es decir, no prestar 
atención al orden de los sumandos, y al haber varios 
sumándos poner el paréntesis de modo arbitrario, Subra- 
yemos que tanto para los números, como para las filas la 
inscripción _ Кк 

A т бин 


hablando en rigor, no tiene sentido, уа que podemos cal- 
cular solamonto la suma de dos números o filas. Poro, 
calenlando Ja suma «larga», pondremos, do modo imagi- 
nario de una u otra manera, el paréntesis. Más detalla- 
damente véase el manual de estudio «Elementos del 
álgebra», pág. 30. 

Además de la adición necesitaremos multiplicar la 
lila por el número real A. Esta operación se determina 
mediante la siguiente regla: 


À (üis oes а,) = (My, o o-er An). 


Tevrema 2.2. Sia y б son filas de longitud n, mientras 


que \ es un número real, entonces 
Mad) = № + Mb, 
(А-н) а = Ла — на, 


Qu) а = А (na) 


1а = а. 


Demostración. Por ejemplo, para domostrar la igual- 


dad A (а — b) = ha |- АБ, observemos, que ¿-ésimas coor- 
denadas de las filas, que se encuentran en los miembros 
primero y segundo de esta igualdad son А (a; 5) y 
ha; 1 Ab respectivamente, y su coincidencia зе iles- 
prende de la ¡usteza de la ley distributiva para los núme- 
ros reales. 
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La justoza de las igualdades restantes se establece 
mediante razonamientos análogos, los cuales, espero, que 
el lector podrá realizar independientemente 

La tabla que representa de por sí varias filas de longi- 
tud a anoladas una debajo do la otra se denomina matriz. 
La matriz 


а ig ... Bin 
ад 6а ... Un 


ап Ama >>> Gma 


contiene m filas y a columnas. Diremos Lambién que ésta 
tiene dimensión т X п. Por ejemplo, las tablas 


i i 4 2 124 
24 oaf 24 2l y 
12 40 —1 00 
ҮЗЕ 0 
12345 
ЕРЕ? 


son las matrices (le dimensiones 3 х 4,4 ХЗу2 х 5, 
respectivamente, La fila de longitud n es la matriz de 
dimensión 1 х n, mientras que la columna de longitud 
m puede ser examinada como matriz de dimeusión m х 4. 
La matriz de dimensión n X n lámaso matriz cuadrada de 
orden n. La matriz О que consta de las filas nulas se 
llama nula, mientras que la matriz 


1 07 ока. 0 
PaO 1... 0 


0© O ло Я 


unitaria, Subrayemos, que para cada número n existe 
sn matriz unitaria de orden x y para cada dimensión 
т хп, su matriz nula. Dos matrices se consideran 
iguales, si éstas tienen dimensiones idénticas y sus cle- 
mentos situados on sus lugares correspondientes coin- 
ciden. 

A continuación los elementos de la matriz designada 
mediante cierta letra mayúscula (por ejemplo, А) deno- 
minaremos, como regla, sin aclaraciones especiales, con la 
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correspondiente letra minúscula con índices (en nuestro 
caso а4), que dosignan el número de la fila y de la co- 
lumna, respectivamente. 

Por transformación de la matriz se entiende el paso 
de una matriz a la otra, realizado según las reglas deter- 
minadas. Exuminaremos las siguientes transformaciones: 

1. Las dos filas de la matriz cambian sus lugares. 

П.А cualquier fila de la matriz se adiciona su otra 
fila multiplicada por cierto número, 

Estas transformaciones se denominan transformaciones 
elementales de las filas de primero y segundo tipo, respectiva- 
mente. De manera análoga so determinan las transforma- 
ciones elementales de las columnas. 


A veces, cesulta muy útil también la trausformación del tercer 
tipo: 
ІШ, La multiplicación de cierta fila por im número que se 
distingue de cero. 


Por ejemplo, de la matriz 


12 -1 0 
2 4 01|. 
12 0.0 


adicionando а la tercera fila la primera multiplicada 
por 2, pasemos a Ja matriz 


12 -1 0 
24 0 41 
36 —2 0 


y después de adicionar а la segunda fila de esta matriz la 
primera multiplicada por —2, llegamos a la matriz 


1 2 —1 0 
0 —3 2 41. 
3 6 -2 0 


Teorema 2,3. Si en la matriz A el elemento а, difiere 

Че 0 е i Æ j, entonces еп la matriz В obtenida de A mediante 

la adición а la j-ésima fila de la 1-бзіта fila multiplicada 

por— 2. ‚ el elemento bjp es igual а 0. 
i 


ар, 
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Demostración. De las definiciones de adición de las 
filas y multiplicación por el número obtengamos (Ino 
nos interesan las coordenadas no inscritas de las filas а 
examinar!) 


«Бат evra bn) = (Ajy +++ Quo ++ 1 Ojn dE 


% 
2) СТЫ ЕТТЕРІ 
к 


Hon, аһ codo аһ ‚+ 


(оа O hia GETU EE N 
En virtud de la definición de la igualdad de Jas filas 
de aquí se desprende que by; = 0. 

Teorema 2.4. Si de la matriz A a la matriz B se puede 
pasar mediante un número finito de transformaciones ele= 
mentales de las filas, entonces de В а A también se puede 
pasar mediante el número finito de transformaciones ele- 
mentales de las filas. 

Demostración. Previamente será establecido 

Lema. Si de la matriz A а la matriz В se puede pasar 
con ayuda de una transformación elemental, entonces de В 
а A también se puede pasar con ayuda de una transforma- 
ción elemental. 

En efecto, la justeza del lema es ovidente, si para 
pasar de А а B fuo utilizada una transformación elemen- 
tal del primer tipo. Supongamos, que de А a B habíamos 
pasado, empleando una sola transformación elemental 
de segundo tipo, es decir, (i-ósima fila en В) = (i-ésima 
fila en A) -+ A (j-ésima fila en A), mientras que cada 
una de las filas restantes do la matriz В coincide con la 
fila correspondiente de la matriz A. Por lo tanto, bi = 
= Gin + Лал para cada número А. Si ahora а la ¿-ósima 
Ша de la matriz В adicionar su j-ésima fila multiplicada 
por (—А), en la matriz obtenida después de esto en el 
lugar (i, А) resultará el elemento 

bin + (А) bjn = (а + Ма) + (hajr) = а. 

En vista de que los elementos de la matriz obtenida, 
situados en las filas distintas de la ¿-ésima, coinciden con 
los elementos correspondientes de la matriz A, toda ésta 
coincide con A y el lema queda demostrado. 

Retornando a la demostración del teorema suponga- 
mos que el paso de А а В se ha realizado con empleo de t 
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transformaciones elementales, donde t œ> 1. Designemos 
рот Cy, Съ. . - «y Сау las matrices que surgen consecutiva- 
mente con estas Lranslormaciones, Así, pues, con ayuda 
de una transformación elemental se puede pasar de А 
а С, de С, a Сұң para i= 1, 2... ., #— 2 у de Ci 
a В. Pero, entonces de acuerdo соп el lema se puode con 
ayuda de wna transformación elemental pasar do B a 
Сұл, Че Ci- а Сіз, ete. Al fin y al cabo pasemos a la 
matriz С, y de ésta a A, lo que concluye Ja demostración 
dol teorema. 

Llamemos la matriz escalonada, si ésta posee las 
siguientes propiedades. 

(1) Si la i-ésima fila es nula, entonces la (i + 1)-ósima 
fila también es nula. 

(2) Si los líderes de las filas i-ésima y (t + 4)-ésima 
зе disponon en las columnas con los números ki y Ёз», 
respectivamente, entonces 

ki < kitr 


Evidontemente estas propiedades significan que por 
debajo de la fila nula pueden disponerse solamente las 
filas mulas, mientras que todos los elementos colocados а 
la izquierda y hacia abajo del líder de cualquier fila son 
los ceros. No os difícil de explicar el origen de la denomi- 
nación examinando, por ejemplo, la matriz escalonada 


0/12034 
0 990|200 
о 0.0 0/1 2), 
о 000.00 
0 00000 


dondo k, = 2, k, =4 y ky = 5. 

Teorema 2.5. Si A es una malriz escalonada de dimen- 
sión m X n, mientras que В está obtenida de A, agregando 
a ésta por debajo cierta cantidad de filas nulas de longitud n, 
entonces B es la matriz escalonada. 

Demostración. Supongamos que la r-ésima fila de la 
matriz B es nula. Si esta fila es una de las agregadas, 
entonces todas las filas colocadas por debajo de ésta son 
nulas según la condición. Sin embargo, si esta r-ésima 
fila pertenece a la matriz А, entonces de acuerdo con la 
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definición de la malriz oscalonada las lilas de la matriz Л 
dispuestas por debajo de la r-Gsima resultan nulas, Por 
debajo de éstas se colocan las filas agregadas, las cuales 
son nulas según ol planteamiento. Por consiguiente, la 
matriz B satisface el primer requerimiento que entra en 
la definición de la matriz escalonada. Puesto que todas 
las filas no nulas de la matriz B son las filas de la matriz А 
y se disponen en aquel mismo orden, sus líderes satisfacen 
la segunda condición de la definición de la matriz esca- 
lonada. Por lo tanto, la matriz B оз escalonada. 

El papel decisivo para construir la teoría que nos 08 
necesaria lo juega ol siguiente hecho. 

Teorema 2.6. Cualquier matriz mediante un número 
finito de transformaciones elementales de las filas puede ser 
convertida en una matriz escalonada. 

Demostración, Sea А la matriz arbitraria y т, el 
número de sus filas. бі А = 0, ésta es escalonada. Si 
la matriz A no es nula, en ésta hay, por lo menos, un 
elemento no nulo. El elemento no nulo во dispone en 
cualquier fila, Vale decir también que en nuestra matriz 
hay filas no nulas. Seleccionamos aquélla de éstas, en la 
cual el líder se dispono en la columna con el menor núme- 
ro, digamos, con el número Кү. Al aplicar la transforma- 
ción del primer tipo, traslademos esta fila en el primer 
lugar. En este caso la matriz lomará el aspecto 


O ss O Dim... 
бо ara O бф jaa 


0 ... O Dan sll 


con la particularidad de que bin, == 0. Ahora apliquemos, 
las transformaciones del segundo tipo: а la sogunda fila 


b, 
adicionemos la primera multiplicada por — E, a la 
1 
4 қ л ban 
tercera fila, la primera multiplicada por — q=, ete. 
ал, 


Según el teorema 2.4 después de aplicar т — 1 de tales 
transformaciones elementales obtenemos tal matriz que 
en su kyésima columna todos los elementos, salvo el 
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primero, equivalen a cero: 


O sue 0 bii 
0 0.0 
0 0.0 


La matriz de пла fila 
WO enn O bin | 


es escalonada, ya que las condiciones incluidas en la 
definición de la matriz escalonada se cumplen para ésta 
de modo trivial: no hay filas nulas y tampoco hay filas 
con el líder colocado en la k,+,-ésima columna. En vigor 
del teorema 2.5 la matriz В resulta escalonada y en el 
caso cuando todas sus filas, comenzando de la segunda, son 
nulas, Si esto no es así, entonces, al igual que antes, 
hallemos entro éstas la fila, cuyo líder se encuentra en 
la columna con el menor número, por ejemplo, con el 
número ką. Dado que a la izquierda y por debajo del ele- 
mento бу, se encuentran solamente ceros, entonces ky < 
< ky. Coloquomos la fila encontrada en el segundo lugar 
y de nuevo, empleando el teorema 2.4, lleguemos a la 
matriz 


0 O him би. in биз 
0 бф 0 а 0 сш, 

C=Il0 0.0 0 ө 0 , 
0 © e 000 


donde car, >< 0 (está claro, que puede suceder que Аз = 
=k, 4-1 y no habrán elementos bizi, +. +» був) 
Desde luogo, las primeras dos filas de la matriz С forman 
una matriz escalonada. Si т = 2 о bien todas las filas 
do Ja matriz C, a partir de la tercera son nulas, entonces, 
como antes, concluimos que С es una matriz escalonada. 
Si por lo contrario entre estas filas hay filas no nulas, 
entonces los mismos razonamientos, como antes, permi- 
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ten venir а Ja matriz 


0... O Diny Dinar «++ Dinos Dina Vimp +++ Vina Dins e 
0 Coma Саланы ++ Сола б?л 
о 0 0 ... 0 д. 


оо 0 


о ooo 


donde dyn +0. Otra vez observamos que la matriz 
dispuesta on las primeras tres filas, os escalonada, y 
bien nos cercioramos del carácter escalonado do toda la 
matriz, o bien tenemos la posibilidad de conseguir que 
en las primeras cuatro filas se disponga la matriz escalo- 
nada. Es evidente que a lo más después de m pasos resul- 
tará escalonada la matriz que contiene todas las m filas. 

La demostración expuesta dol teorema 2.6 os efectiva 
en el sentido de que en ella se contiene el método práctico 
de reducción de Ја matriz dada а la forma escalonada. Por 
ejemplo, tal reducción de la matriz 


11 112 
1021 2.04 
11 024 
1141-1434 


se realiza del modo siguiente: 


ї 4 1 14 
00 Т 10 р nda, tercera 
90-1 100 y cuarta so Susbrao la primera), 
00 —2 20 

1 


4 
4 
0 (а la tercera fila se añade la se- 
00 gunda, mientras que a la cuarta, 
la segunda multiplicada por 2). 
0 


o220- 
o2-- 


Para Ja matriz 


obtenemos 


0 t 1 00 
01 2 40 (se sustituyen por sus lugares 
= la primera y la tercera filas), 

0-1 tt 

1 1 0 0 


0 

0 

00 б E" (Че Ја segunda fila se sustrae 
E | la primera), 

0 

0 


14 0.0 
1 <= (а la torcura fila se añade la 
| 00 0 segunda), 
mien bras que para la mabriz 
101 X 
ЕРДЕ ЖЕГІ 
149 44 
tendremos 
l 4 я 


012903 (de las filas segunda у tercera sus- 
traemos la primera) 


оза и 

У 

1113 

0123106 la tercera fila se añade lu segunila 
Е multiplicada por (—3)). 

0.022 


ETERCICIOS 


1. Sea que los lideres de Јав filas a, b y a + b se encuentran en 
con los números b, 2 у m, rospi amente, con la 
1 Demostrar que k 5 m, Ofrecer los 
las 6 да k< т Demostrar que езіп 
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2. Sea que a = (1, 2, —3, 0, 1) y b = (1, —1, 0, 2, 3), Hallar 
la Ша?г, para la cual a +3 = Ъ. As 

3. Demostrar que la ecuación а + 2 = 0 ез resoluble para 
cualquier fila a. 

4. Demostrar que 02 = T = 2б y (—1) 24-7 = О рага cnal- 
quier fila а y para cualguier número real.  _ 

5. Supongamos que a == (5, —8, -1, 2), b = (2, —1, 4, —3) 
ye = (3,2, —5, 4). Hallar las filas z e y que satislacen las еспі- 
ciones 

a+ 20437 + 42 = 0 


y 

320—0 +2040) = 5 (+0. 
_ 6. Бо (ісе que la fila а ез la combinación lineal de las filas 
ün ooo am SÅ a= Мар |... ій, para ciertos números 
ла зо Àm 


a) ПаШағ la combinación lineal_3% + 5% — 2, donde а= 
= (4, 4, 3, —2), Ē = (1,2, —3, 2) ус = (16, 9, 4, —3) 

b) Si la fila es la combinación lineal de las filas By, Da, > +» Ba 
mientras que cada una de estas filas, la combinación lineal de las 
filas 44, 0, - + «y “py entonces la fila: es la combinación lineal de 
las filas ау, Gg, - -+ 4,. Demostrar, 

7. Reducir a la forma escalonada: 


apt 1 41 1 40 |: М 1 1 t 20 | к 
14 4 —4 E * | 10 15 2 Al Y 
ОИ Е" 211001 
w 44 4 a 4 ШЕ ДЕ 
10414" 1104. 
таа % Е a АЛ" 
041 04d 1 
04144 


с) г 32 v 40 12 


пу апо. 0600 


олла 900 
9041 00! 
EA % 4 (Фф 
їп, Е {4 
106000 074). A 


(la matriz do dimensión n X n), 
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8. Demostrar que la sustitución por sus lugares de las filas 

i-ésima y j-ésima puede ser realizada con ayuda de la siguiente 
sucesión de transformaciones elementales: 1) adi la fila іч 
de la fila ¡-ósirua multiplicada por (1); 2) adición a la Ша j- 
ésima de la fila ¿-ósima; 3) adición a la fila }-ésima de la Ша j- 
ósima ШИШЕК por (—1); 4) multiplicación de la fila i-ésima 
por (-1) 
] 9, Demostrar que mediante las transformaciones elementales 
delas filas y columnas cualquier matriz puede ser reducida a la forma 
diagonal (la matriz D se denomina diagonal, si d,¿ = O рата i че |, 
Aducir el ejemplo que muestra que existen las matrices, las cuales 
es imposiblo roducír a la forma diagonal mediante las transforma» 
ciones elementales de las filas. 

10. Demostrar la analogía del teorema 2.4 para las Lransfor= 
macioncs elementales del tipo ПТ y la analogía de los teoremas 2,4 
y 2.6, para las transformaciones elementales de las columnas. 

11. Demostrar que, realizando con la matriz по nula 


a=] 


а 0 
0 b 
las transformaciones eleraentules del tipo ТІ con las filas y columnas, 
la matriz A puede ser reducida a la forma 


1 0 | 
lo -al 
12. Supongamos que la matriz B {зо obtenida de la matriz А 
con ayuda de un número finito de transformaciones elementales 
de las filas de 108 tipos І, ПІ y 111. Demostrar que cada una de las 
filas de la matriz B es la combinación lineal de las filas de la matriz 
A. Indicación: utilizar el ejercicio 6, b), 
13. (2, N, Miróuov), Sean В y C las matrices escalonadas obte- 
nidas de la matriz 4 mediante un número finito de transformaciones 
elementales de las filas de los tipos I, ТІ y ПП. Demostrar que los 


lídores de las filas do Таз matrices В y С se encuentran en las mis- 
mas columnas, [rdicación; aplicar el ejercicio 12. 


MÉTODO DE SOLUCIÓN DE LOS SISTEMAS 
DE ECUACIONES LINEALES 


El sistomu de ecuaciones lineales 
йл F ада Fana -- раа = bi 
ауа 4 а-к... -- алац == Б, 
тет каз А алар UN 
аһу F ағай 5... F атай) = bm 
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se delermina imiformcmente mediante la matriz 


аи йв... Cp [dy 
ад аш ..- а [O |i, 
Ат (та >>. Gmn | бт 


que se llama malriz ampliada del sistema, La matriz que 
se encuentra a la izquierda de la raya vertical se denomi- 
na matriz del sistema. Por ejemplo. como matrices am- 
pliadas do los sistemas 


ж + ta- tat 


а + da + 2а 
а + а + ла = h, (3.2) 
a | tg — 243 = 4; 
= 23 40204 = 1, 
La 2x9 — 04 = 0, (3.3) 
Tah аң =0 
y 
a at 4% 
х t аа (3.4) 


тү E ба», |- Ya 
sieven las malricos 


11 (SEEK) 
ӛзі 2 0|4 0 0 —1 tji 
44 22141 014 2-10 
144 sia 0 4 1 010 
y 
1113 
12 851 0; 
1 4 9114 
respectivamente. 


En adelante, hablando respecto de las filas del sistema 
de ecuaciones lineales, tendremos on cuenta lag filas de 
la correspondiente matriz ampliada. 

Teorema 3.1. Si multiplicamos cierta fila del sistema 
de ecuaciones lineales por un número diferente de cero, 


401568 


9% 


surge un sistema de ecuaciones lineales equivalente al 
inicial. 

Demostración. Supongamos que la ¿¡-ósima fila del 
sistema (3.1) se multiplica por el número A diferonto de 
cero. La correspondiente ecuación toma el aspecto 
(ац) зу + (аш) а +... H (Ма) En = Abi. (8.5) 
Si (6...) %n) esla solución del sistema (3.1), entonces, 
sustiluyóndola en ol primer miembro de la ecuación 
), obtenemos 


ба) @ + (аала) Фа... + (аһ) аһ = 

= 5 (ац® + аба +... F anan) = Aby 
Por consiguiente, la fila (0), .. ., ©) es la solución de 
Ja ecuación (3.5). Puesto que las demás ecuaciones del 
nuevo sistema son las mismas que del viejo, osta fila es 
la solución del nuevo sistema. Ahora supongamos que la 
Ша (04, + . - 91) Sirve como solución del nuevo sistema. 
Entonces esta fila sirve como solución para todas las ecua- 
ciones del sistema (3.1), menos, puede ser, la ¿-ósima. Al 
sustituir esta solución en la ecuación (3.5) y sacando № 
del paréntesis obtenemos 


A (апо + ав F «+ linan) = №. 
Dado que А == 0, de aquí se desprende 
аца + lite o H antn = bi 
es decir, la fila (ад) ..., Œn) resulta la solución de la 


i-ésima ecuación del sistema (3.1) y, vale decir también, 
solución del todo este sistema. 


Teorema 3.2. Si de la matriz А а la matriz В se puede 
pasar mediante un número finito de transformaciones ele- 
mentales de las filas, entonces son equivalentes los co- 
rrespondientes sistemas de ecuaciones lineales. 

Demosbremos previamente el siguiente lema. 


Lema. Si de la matriz A a la matriz B se puede pasar 
mediante un número finilo de transformaciones elementales 
de las filas, cualquier solución del sistema, correspondiente 


a la matriz А, sirve como solución del sistema que rorres- 
ponde a la matriz В. 


ру) 


Para la demostración, inicialmente, supongamos que 


el paso de A a B está realizado con пупда de изи trans- 
formación elemental. Si, con ello, se aplica la branslorma- 
ción elomental del primer tipo, es decir, están conmula- 
das de sus lugares las filas, entonces nuestras ecunciones 
solamente se cambian de sus lugares. Ciertamente, las 
viejas soluciones las satistarán, como antes. Con las 
transformaciones elementales del segundo tipo a la 
і-бѕппа Tila añadimos la ¡-ésima fila multiplicada por 2. 


Por consiguiente, la і-бзіша fila de la matriz B Пеле 
aspecto 


(an E Maja + + а F Man] bi + Ahy). 


Sea que (0), Ma, + +.» ал) es la solución del sistema con 
la matriz А, os decir, la solución de cada wna de sus 
ecuaciones. ¿Si será ésta la solución del sistema con to 
matriz В? La duda puede ser provocada solamente por la 
i-ósima ecuación de este sistema. Pero 
(ад + Аад) а А... H (Qin + Маа) An = 
= (цо + ++ + E та) + 
+ А (ало E... + ааба) = Us 


My. 


Por lo tanto, para el caso particular que se examina ol 
loma está demostrado. En el caso general Lenomos sucesión 


А, Cp. Ej В, donde se puede pasar do la matriz 
izquierda a Ја derecha utilizando sólo una transformación 
elemental. Por esta razón, cualquier solución del sistema 


соп la matriz ampliada A sirvo de solución dol sistema 
con la matriz ampliada C,. Pero, entonces, éste sirve de 


solución del sistema con Ja matriz ampliada С,. Conti- 
nuando de tal manera nos cercioraremos de que esta 
solución es lambién la solución del sistema соп la matriz 


ampliada B. 
Pasando a la demostración del teorema adverliremos 
que de acuerdo con el lema cada solución del sistema, 


que corresponde а la matriz А, sirve de solución del 


sistema, que corresponde a la matriz B. Por otro lado, 


er 
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en vigor del teorema 2.4, se puede pasar de la matriz B 


a la matriz А con ayuda de las transformaciones eJemen- 
talos. Por consiguiente, empleando el lema una vez más, 
veromos que cada solnción dol sistema con la matriz 
ampliada Ë sirve de solución del sistema con la matriz 
ampliada А, Así, pues, estos sistemas son equivalentes. 
Ahora está claro que para hallar la solnción de cual- 
quier sistema dle ecnaciones lineales es suficiente saber 
encontrar Jas soluciones del sislema escalonado, ya que 
cualquier mabriz puede ser reducida a la forma escalo- 
nada y una уса realizadas las transformaciones olementa- 
les se oblieno el sistema equivalente de transformaciones. 
Por ejemplo, al notar que en la conclusión del segundo 
párrafo a la forma escalonada fueron reducidas las matri- 
ces ampliadas de los sistemas (3.2)... (8.4) concluimos 
que en Ingar de éstos se puede solucionar los sistemas 


aa | tg + = А, 


тащ = 0 


(las Пок últimas ecnaciones están rechazadas а base del 
teorema 1.1), 


Ly + fa =0, 
tg — e, = 0, 
Oz, -- Ox, + Oz, + Ода = 1 


ж-а 24-9, 
ду = 3. 
225 


respectivamente. 

Procedemos el análisis del sistema escalonado de ecua- 
ciones lineales, 

Supongamos dada la matriz escalonada que corres- 
ponde al sistema m de ecuaciones lineales con п incógni- 
tas. Son posibles dos siguientes caso: 

Г. Existe una fila, cuyo líder se encnentra en la última 
columna. 

11. No existe tal fila. 
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Еп el primer caso el sistema de ecuaciones Correspon- 
diente contiene la ecuación del aspecto Ол) +- - . =- Ozn = 
= b, donde Р 52 0. Está claro que ningún juego de los 
valores de х; puede satisfacer esta ecuao! y más aún 
todas las ecuaciones del sistema. Vale decir también, que 
el sistema de ecuaciones no tiene soluciones. 

Para analizar el segundo caso Supongamos que la 
matriz escalonada a examinar contiene r filas no nulas y 
que los primeros elementos no nulos de estas filas 80 
disponen en las columnas con los números Ку. ..., kr 
Sogún la definición de la matriz escalonada 


1<5<%<...<і<п. 


Llamemos principales las incógnitas £n, +» -s ғау todas 
las demás (si las hay), libres. Además, reclucemos las 
ecuaciones que corresponden а las filas nulas, lo que, en 
vigor del teorema 1.1, llevará a un sistema equivalente 
al inicial. 

Supongamos, primeramente, que по hay incógnitas 
libres. Entonces 


т=п, ki =1l, k=2,.k=n2» 


y ol sistema que se examina tiene el aspecto 


A 4-і 
ta + F Manaslu F gn E =}, 


-іһ 


а; 
ТЕТЕ == bnan 
аһ boa 


üna nnt 


con la particularidad de que а. Goga +» s Unn Se distin- 
guen del cero. Puesto que ал, 56 01. de la última ecuación 
univocamento se delermina ту. Después de esto la еспа- 
ción penúltima permite determinar uniformemente tn -r 
etc. Por lo tanto, en el caso destacado el sistema а exami- 
nar tiene solución única. 

Ahora supongamos que hay incógnilas libres. En oste 
vaso designaremos por L; la suma de las incognitas libres 
multiplicadas por los coeficientes de la ¿-ésima ecuación, 
gue se encuentran «delante de éstas, y trasladando las 
incógnitas libres al segundo miembro llegaremos al 


sistema 
ауаз Анаба ак, 
азһ һы H AH аһ, 
8,2 
donde los coclicientes Ar, баш + + ++ Ark, SÈ diferencian 


de cero. Como antes, podemos determinar sucesivamente 
Еһ, 2а, ү, біс., si abribuimos а las incógnitas libres cuales- 
quiora valores determinados. Con ello, las incógnitas 
principales se determinan unívocamente. Al atribuir а 
las incógnitas libres los valores de todo género encontra- 
remos todas las soluciones del sistema dado, es decir, lo 
rosolveremos. Puesto que a las incógnitas libres puedon 
atribuirse diversos valores, el sistema en el caso que se 
examina lione más de una solución. 

Al analizar mediante el procedimiento descrito los 
sistemas escalonados aparecidos de los sistemas (3.2)... 
‚ (8.4) concluimos: 1) el sistema (3.3) no tiene solu- 
ciones; 2) el sistema (3.4) tiene única solución (1, 1, 1); 
3) en el sistema (3.2) las incógnitas т, y £y Son principa- 
los, mientras que £s у 21, libres, con la particularidad de 
que ta = ту у лу = 4 — ж, — 2ш. Lo último se puede 
tratar así: cualquier solución del sistema (3.2) tiene 


aspecto 
4—a—28, а, P, В, 


donde œ y fi son los números reales arbitrarios. 

El sistema de ecuaciones lineales se llama homogéneo, 
si todos sus segundos miembros son iguales a cero. БІ 
sistema homogéneo siempre tiene solución, por ejemplo, 
la fila nula, Por esta razón es interesante aclarar, cuando 
hay también soluciones no nulas. 

Teorema 3.3. Si el número de ecuaciones del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales es menor que el número 
de incógnitas, éste tiene por lo menós una solución no nula. 

Demostración. Reduzcamos el sistema homogénco 
dado al aspecto escalonado, Se sobreentiende que éste 
queda homogéneo. Está claro que el número de incógni- 
tas principales no puede sobrepasar el número de lilas. 
Por consiguiente, existen las incógnitas libres, lo que 
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asegura la existencia do las soluciones no nulas: en efecto, 
a las incógnitas libres pueden ser atribuidos también los 
valores no nulos. 

Teorema 3.4. El sistema escalonado homogéneo de n 
ecuaciones lineales con n incógnitas posee las soluciones no 
nulas en aquel y sólo aquel caso, cuando su matriz contiene 
la fila nula. 

Demostración. Si hay fila nula, entoncos, (е acuerdo 
con el teoroma 1.1, ésta puode ser rechazada y la existen- 
cia de las soluciones no nulas so infiere del teorema 3.3. 
Si, por lo contrario, no hay filas nulas, todas las incógni- 
tas resultan principales y, puesto que todos los miembros 
líbres son iguales a 0, sucesivamente (Icomenzando del 
final!) obtenemos que todas las incógnitas doben igualarso 
a сого. 

Teorema 3.5. Si las filas Uy, . . ., шү son las soluciones 
de la ecuación 


ша... antn = 0, (3.5) 
entonces раға cualesquiera números reales №... о. № la 
fila 

и = Ми, +... + Au 
tambien es la solución de esta ecuación. 
Demostración. Soa que 
Ж бена а), (се A ala 
Entonces 
u = (Моц +... + Mi oe ee Маа +... Маи). 


En vista do que 4; son las soluciones do la ecuación (3.6), 
entonces 
а (маці. AT 4-а (Қаш + 
Ма) = м (tH + ааба) A 

Жм (чад. ао) = АО А 0А 
es decir, ze resulta la solución de la ecuación (3.6). 

Al resumir los resultados de este páreafo se puede decir 
que poseemos el método que permite resolver cualgu 


sistema de ecuaciones lineales, es decir, o sea establecer 
quo éste no tiene soluciones, o sea indicar su única solu- 


32 


ción, o sea, eligiendo las incógnitas libres, expresar por 
éstas las restantes, Este método a menudo se llama método 
de Gauss o bien método de eliminación sucesiva de incóg- 
nitas. Sin embargo, queda poco claro si depende o no 
el número de incógnitas libres del procedimiento de solu- 
ción. Además, incluso en el caso, cuando no existe tal 
dependencia, queda abierta la cuestión: ¿si existe para 
dicho juego de incógnitas el método de solución, con el 
cual precisamente estas incógnitas resultarán libres? 
Recordemos que en el párrafo Í fue ofrecido un sistema 
con incógnitas libres, pero no cualquier incógnita dol 
cual puede ser anunciada libre. Y la importancia de 
conocer los números de incógnitas, que pueden ser lla- 
madas libres, es muy difícil revalorar. Supongamos que 
ol sistema de ecuaciones lineales surgió de cualquier 
problema de ingeniería. бі es imposible aclarar la incóg- 
nita libre. es imposible maniobrar con su valor, para 
que se logro la solución más admisible desde el punto de 
vista de ingeniería. Así, por ejemplo, en ol probloma 
sobre los tubos examinado on el párrafo 1 las restriocio- 
nes adicionales pueden sor superpuestas solamente sobre 
el volumen del agua que trasiega рог los lubos primoro, 
segundo y cuarto. 

Responder a las cuestiones planteadas anteriormente 
permito la Leoría que se desarrolla en los párrafos que 
siguen. 


EJERGICIOS 


1. Resolver los siguientes sistemas de ceuaciones lineales; 
в) 52 + Sta + 54, + 122; = 10, 
20, + 2ra + bn + Sz = 4, 
at Та d+ 4-2; 
ғ Bra + Tes + 107, - 3. 
—bx, a Ze Зу 2 
—31, + 22, | M2) — 15, = 43 


с) Dry — 202 + д, F 724 

bey — Hra H tyt 20) 

= + аз ла + de 
(indicación: para simplificur los cálculos se puede inicialmente de 


Ја primera sustraer la segunda fila dupticada); 
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d) 192) + 9л, + 32, + 105, = 13, 
ад t 3. + zy- 24=3, 
Br, + Bza + 253 + 521 = 7; 

—6x, + 9х3 + Bag + 254 

—2x, + Эл, + бла + 45) 
—4гү + бо бщ + 324 

H a+ znt 4г;- 3 

37, + 5ta t бху — 424 
dx t Sagt 2з + 32, 
Эг + 8т, + 2405 — 1924 

0 а-а = 0. 

з= 2, = 0, 
=t, + Ty — 14 = 0, 
— za + ж — у= 0, 
=r + 24 = 0, 
—u + m4 = 0 
h) ži — ta + ту = 0, 


e) 


z= z + z = 0; 

1) 5а + bra — 2z + 774 + 5л, = 0, 
2214 8% — zt 4x4 + 2r = 0, 
Тау + 924 — 324 H 5г, + бї, = 0, 
ба + дда — 8 + 2, + 679 = 0; 

j) Bzy- ta + z+ 22, + 32, = 0. 
5 + 1+ ә, + З, + ár 0. 
Ағ, + 5ra t 22 + 2 + 5 
Toy + 10, + 29 + ба + 5x4 =0, 

k) 2, + ш, =0, 
21 + а H ж 
Ta -H Tg da 


2, Resolver los problemas enunciados en el ejercicio 1 del 
párrafo 1. En el problema b) hallar adicionalmente las soluciones 
con el número máximo posible de monedas de 20 y 15 kópeks. En 
el problema е) hay que encontrar las soluciones correspondientes 
al empleo máximo y mínimo de la hormigonera de menor potencia, 
si se exige que el número de horas que trabaja sea entero. 


501568 
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3. El sistema de ecuaciones lineales es homogéneo cuando y 
sólo cuando la fila nula es su solución (demostrar). 

4. Componer un sistema que conste de dos ecuaciones lineales, 
para el cual las filas (1, 1, 1, 1) y (1, 2, 2, 1) sirven de soluciones, 

5. Demostrar que rechazando la Ша de la matriz ampliada 
del sistema de ecuaciones lineales, que es la combinación lineal 
de las filas restantes, obtenemos un sistema de ccuaciones lineales 
equivalente al inicial. 

6. Enunciar y demostrar las condiciones para los elementos do 
la matriz ampliada del sistema de ecuaciones lineales con н incóg- 
nitas necesarias y suficientes рата que cualquier fila de longitud п 
sirva de solución de este sistema 

7. ¿Si puede el sistema de ecuaciones lineales con los соей- 
cientes reales tener con exactitud dos distintas soluciones? 


$4 
RANGO DE UNA MATRIZ 


————Є— —_——— 


Una matriz cuadrada llámase degenerada, si соп 
ayuda de un número finito de transformaciones elementa- 
les de las filas ésta puede ser convertida en una matriz 
que tenga por lo menos una fila nula. 

Teorema 4,4. Las siguientes propiedades de la matriz 
cuadrada A son equivalentes: 

(1) A es la matriz degenerada; 

(2) el sistema de ecuaciones lineales homogéneas con la 
matriz А tiene por lo menos una solución по nula; 

(8) со” cualquier procedimiento de reducción de la 
matriz A al aspecto escalonado mediante transformaciones 
elementales la matriz escalonada que se obtiene contiene una 


fila nula. 
Demostración. La afirmación del teorema consiste 
en que al cumplir cualquier propiedad (4)... (8) son 


justas también todas las demás. Para establecer esto 
demostremos que de la propiedad (1) se desprende la 
propiedad (2), de (2), la propiedad (3) y de 3, la propiedad 
(1) (fig. 1), de donde se deduco también la equivalencia 
buscada de todas las tres propiedades. 

Durante toda esta demostración acordemos designar 
por А la matriz obtenida de А adjuntando a la derecha 
la columna nula. 
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1) > (2). Si А es la matriz degenerada, entonces según 
la definición después de cumplir el número finito de 
transformaciones elementales convenientes de las Filas 
ésta se convierte en la matriz B con la fila nula. Las 
mismas transformaciones elementales convierten la matriz 
2 еп la В. En este caso la matriz Й contiene la fila nula, 
cuya eliminación lleva al sistema que es equivalente al 


sistema соп la matriz ampliada В. Pero el número de 


а) 
(2) (3) 


Fig. 1 


ecuaciones en este sistema es menor que el número de 
incógnitas y, de acuerdo con el teorema 3,3, éste posee la 
solución no nula. Por consiguiente. la solución no nula 
posee el sistema con la matriz ampliada В у, precisa- 
mente, también equivalonte a éste según о} teorema 3.2 
el sistoma con la matriz А. 

(2) => (9). Supongamos que С es la matriz escalonada 
obtenida de 4 mediante el número finito de transforma- 
ciones elementales. Entonces la matriz (7 se obtiene de 


la matriz A por medio de las mismas transformaciones 
elementales. Del teorema 3.2 se infiere que el sistema 
con la matriz ampliada С posee la solución no nula. Ahora 
la existencia de la fila nula en la matriz C y, precisa- 
mente, en la matriz С se desprende del teorema 3,4, 

(3) = (1). Es suficiente recordar que según el teorema 
2.6 la matriz А se reduce al tipo escalonado y aprovechar 
la propiedad (3). 

Teorema 4.2. Si А es una matriz degenerada y de А 
a B se puede pasar mediante un número de transformaciones 
elementales, entonces B es una matriz degenerada. 


Б“. 
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Demostración. Según el teorema 2.4 de la matriz B 
a la matriz Á se puede pasar con ayuda de un número 
finito de transformaciones elementales de las filas. Por 
otro lado, según la definición de la matriz degenerada, el 
número finito de transformaciones elementales con- 
venientes de las filas permite pasar de la matriz А a la 
matriz С, que tiene una fila nula. Por consiguiente, de 
B aC también se puede pasar mediante un número finito 
de transformaciones elementales de las filas y la degene- 
ración de la matriz B se infiere de la definición. 

Teorema 4.3. Si А es una matriz degenerada y la 
matriz B está obtenida de A multiplicando una de sus 
filas por el número real №, entonces B también es una matriz 
degenerada. 

Demostración. Si A» = 0, entonces la matriz B resulta 
degenerada según la definición. Si por lo contrario A == 0, 
entonces del teorema 3.1 se desprende que el sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas con las matrices A y B 
son equivalentes. Pero, de acuerdo con el teorema 4.1, el 
sistema do ecuaciones lineales homogéneas con la matriz А 
posee la solución no nula. Por consiguiente, el sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas con la matriz B también 
posee la solución no nula, y la degeneración de la matriz В 
se desprende del teorema 4,1. 

Teorema 4.4. Si las matrices 


4 = y 
4 Ang ee Ann 
б 4а ал 
Giat Фаз +++ Gian 
А"-|ай aiz .. Gn 
Чжи Gig see бүт 
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son degeneradas, entonces la matriz 


ац а ал, 

i-u 1-42 т". Фә 
д |9: 02-42 аһ 

аа 41 “бін 

Gra Un 4 бап 


es también degenerada. 

Demostración. Según el teorema 4.1 los sistemas de 
ecuaciones lineales homogéneas con las matrices А” y А” 
poseen soluciones no nulas. Supongamos que 

W = (Qis ...1 Up) 
y 

U (04, 0... 0%) 
son estas soluciones, Está claro, que tanto la fila Y”, 
como también la fila u” satisfacen todas las ecuaciones del 
sistema de ecuaciones lineales homogéneas con la matriz 


A, salvo, puede ser la i-ésima. En vigor del teorema 3.5 
estas ecuaciones satisfacen cualesquiera filas de aspecto 


м- pu”, donde A y y son los números reales arbitrarios. 
Supongamos que 
%=ай®ї-®...-Еай® 
y 
U= aai o 1ана. 
Entonces 
(ай + aji) (бол — рой) +... + (ain ain) Qan — pan) = 
= (001... Баал) A (айо... аһа) — 
= рацо +... ало) —p (ао... ао) = 
= 0+ Аи – р рд = 0. 
Por consiguiente, si la fila Aw — pu” 5 0, ésta resulta 
la solución no nula del sistema de ecuaciones lineales 


homogéneas con la matriz A, lo que on vigor del teorema 
4.1 demuestra la degeneración de la matriz 4. Ahora 
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supongamos que Aw — иш" = 0. Si, con ello, p 0, 
entoncos ш" = Th de donde 


аа)... (eint da) = 
SÈ (айо +... амад) laial baina) = 
үа 

== 0+0=0. 


Por consiguiento, el sistema de ecuaciones lineales homo- 
géneas соп la matriz А de nuevo posee la solución no nula 
u”, y, como también anteriormente, la degeneración de 
la matriz A se desprende del teorema 4.1. Si, por fin, 
p = 0, entonces 


(ай aja) й + +. + (а-ай) ол = 
= (айо +... ano) + (ао +. азада) = 
=0+p=0+0=0. 


Otra vez en el sistema de ecuaciones lineales homogéneas 
con la matriz A se había hallado la solución no nula ш, 
y se puede de nuevo hacer uso del teorema 4.1. 

Бі on la matriz А so fijan cualesquiera К filas y А 
columnas, entonces los elementos, que se encuentran en 
la intersección de las filas y columnas marcadas, forman 
una matriz cuadrada de orden k, es decir, la submatriz 
de la matriz A. El orden más alto de las submatrices no 
degeneradas de la matriz A se llama su rango. Es obvio, 
que el rango de la matriz de dimensión m X т по supora 
al menor de los númoros т y п. Si por lo contrario en 
la matriz A no hay submatrices no degeneradas, entonces 
su rango según la definición es igual a cero. Está claro, 
que las matrices nulas, si y sólo si, no contienen sub- 
matrices no degeneradas, de esta manera el rango de la 
matriz А equivale a cero cuando y sólo cuando А es la 
matriz nula. 

Teorema 4.5. El rango de la matriz escalonada es igual 
al número de sus filas no nulas. 

Demostración. Si A == 0, entonces su rango equivale 
a cero según la definición. Si por lo contrario А es una 
matriz escalonada no nula, en este caso supongamos que 
ésta contiene r filas no nulas. Entonces, al marcar las 
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filas y columnas no nulas, en las cuales se disponen sus 
líderes, obtenemos una submatriz escalonada que no 
contiene filas nulas. Según el teorema 4.1 esta submatriz 
es no degenerada, de esta manera la matriz A contiene la 
submatriz no degenerada de orden r. Pero, cualquier 
submatriz de mayor orden contiene la fila nula y por 
definición resulta degenerada. 

Para nuestra investigación tiene el valor decisivo 

Teorema 4.6. El rango de la matriz no cambia con las 
transformaciones elementales de las filas. 

Primeramente será demostrado 

Lema. Si de la matriz A а la matriz В зе puede pasar 
mediante un número finito de transformaciones elementales 
de las filas, (el rango В) < (el rango A). 

Establezocamos la justeza de este lema para el caso 
cuando fue aplicada una sola transformación elemental. 
Supongamos que (el rango А) = г, Para la demostración 
del lema es suficiente cerciorarse de que cualquier sub- 
matriz М de la matriz В de orden mayor que r resulta 
degenerada, Si de la matriz А a la В se pasó mediante el 
cambio de lugares de dos filas, entonces la submatriz M 
o sea coincide con cierta submatriz М” de la matriz A, 
cuyo orden es mayor que r, o sea se diferencia de tal sub- 
matriz M' solamente con el orden de las filas. En vista 
de que (el rango А) = т, entonces М” es la matriz dege- 
nerada y la degeneración de la matriz M se deduce dol 
teorema 4.2. Ahora supongamos que el paso a la matriz B 
fue realizado mediante la adición a la ¿-6sima fila de la 
matriz A de su ¿j-ésima fila multiplicada por ^. 
Son posibles tres casos: 1) la i-ósima fila no pasa por la 
submatriz М; 2) tanto la ¿-ésima, como la j-ésima filas 
pasan por la submatriz М; 3) la ¿-ésima fila pasa por la 
submatriz M, mientras que la j-ésima fila no pasa. En el 
primer caso la submatriz М coincide con la correspondien- 
te submatriz de la matriz 4 y, por consiguiente, resulta 
degenerada. En el segundo caso tenemos 
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Está claro que la matriz M se obtiene de la matriz 


con ayuda de la transformación elemental de segundo 
tipo. Pero la matriz М”, siendo la submatriz de la matriz 
А de orden mayor que r, es degenerada. Según el teorema 
4.2 debe ser degenerada también la matriz M. En el 
tercer caso anotemos 


М=| am tdi, 2... Ains t Mijns || > 
М'= |, 22 ins ||, M" | Аа, + Мә 
y 
М" = | 4), 0) 


La matriz М” es la submatriz de la matriz А, mientras 
que М” se distingue de cierta submatriz de la matriz 4 
solamente por el orden de filas. Puesto que el orden de 
estas matrices supera a r, entonces, teniendo en cuenta el 
teorema 4.2, ambas éstas resultan degeneradas. Del 
teorema 4,3 se desprende la degeneración de la matriz М”, 
después de lo que la degeneración de la matriz M es la 
consecuencia del teorema 4,4. Por lo tanto, para el caso 
cuando se utiliza una sola transformación elemental, el 
lema está demostrado. Supongamos que fue aplicado el Ё 
número de transformaciones. Sea que 


Жу. Сузан бы BD 


es una sucesión de las matrices aparecidas durante la 
ejecución de estas transformaciones. En vigor de lo 
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demostrado 
(el rango В) << (el rango Cra) <... 
... < (el rango C,) < (el rango А). 


Demostración del teorema. Supongamos que de la 
matriz А a la В hemos pasado mediante un número finito 
de transformaciones elementales. A causa del lema (el 
rango В) << (el rango А). Sin embargo, si las transforma- 
ciones elementales permiten pasar de А a В, entonces de 
acuerdo con el teorema 2,4 de В a А se puede pasar tam- 
bién mediante un número finito de transformaciones 
elementales. Aplicando una vez más el lema obtenemos 
que (el rango А) << (el rango В). La igualdad requerida 
se desprende de inmediato de las desiguadades obtenidas. 

Los teoremas 2.6, 4.6 y 4.5 ofrecen el procedimiento 
práctico para calcular el rango de la matriz: se debe 
reducir la matriz al aspecto escalonado y contar el núme- 
ro de filas no nulas de la matriz escalonada obtenida. En 
particular, los cálculos expuestos al final del párrafo 2 
testimonian que 


111 14 
інге 1813 0 4l_o 
lado 2479 
11-134 
00-1 Е 1 13 
rango |0 1 2 —1 0 | =гапво |1 2 3 61-3. 
04 „4 00 9 14 
EJERCICIOS 


1. Hallar el rango de las matrices indicadas en el ejercicio 7 
del párrafo 2. 
2, Encontrar el rango de las siguientes matrices: 


а) |8 7 4 8 
10 14 о 4 
т 3 4 ар 
40 47 40 18 


b) 1—1 2 1-41 -4 
—1 а =f —i 6 ô 
8 —4 з -і -2 -5); 
1 0—2 —2 2-і 
8-1 —1 —2 3, —2 
е) а E а т а 
9° i 2 1-4 1 
0° 2 0 0 5 4 
2-1 1 0 0 off 
-4 4 0-4 0 1 
1 0 1 4 2-4 
9 1 4000 
01100 
004140); 
000414 
410004 
e) а а-ы ... а-а 
азу а} 2... өніп 
аа ап ... anda 


3. Si A y В son matrices con igual número de columnas, en- 


tonces 
l А < (е! rango A) + (el rango В) 
el rango el ran Я 
9 в 5 


4. Si А y В son matrices con idéntico número de filas, entonces 
(o rango | [А [в |) < (el rango A) + (el rango В), 


5. 51 A y В son matrices con igual dimensión, entonces 


аі аза... аһ Б 
el rango | 4%! “Әз Obs anden < 
ат + та атг тә 2... amant bmn 


< (el rango 4)+(el rango В). 
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Indicación: hacer uso del ejercicio 3. 

6. Sea А la matriz no degenerada de dimensión п X п, B, la 
matriz de dimensión р X q, С, la matriz de dimensión п Х 4 y 0, 
la matriz no nula de dimensión p X n. Demostrar: 


А С 

08 
b) sì ЕЮ designa la matriz obtenida de la matriz D multipli- 

cando todos sus elementos por el número К, y р = n, entonces 


a) el rango 


=n-+(el rango В); 


el rango | К ke |на rango В). 


7. El rango de la matriz no cambia, зі le añádimos la fila que 
es la combinación lineal de las filas de esta matriz. 

8. Demostrar que aplicando las transformaciones elementales 
de las filas y columnas de todos los tres tipos, cualquier matriz del 
rango r puede ser convertida en tal matriz D, que б = = 
= 4„ = 1, mientras que en todos los demás lugares эс encuentran 
ceros, 

9. Demostrar que si A es una matriz cuadrada de orden n, 
con la particularidad de que su rango es igual a n, entonces ejecu- 
tando las transformaciones elementales de Ы tipo con las 


filas y columnas se puede reducir la matriz 4 al aspecto 
1000 
„0 0 
оо... 4 0 
00... о 4 


10. Si cierta columna de la matriz cuadrada А es la combina- 
ción lineal de las demás, 4 es una matriz degenerada. 
Indicación: hacer uso del teorema 4.1. 


$ 5. 
TEOREMA DE LAS INCOGNITAS PRINCIPALES 


El sistema de ecuaciones lineales se denomina corapa- 
tible, si éste tiene solución. En particular, el sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales siempre es compa- 
tible. 

Teorema 5.1 (teorema de Kroneckor — Capelli). El 
sistema de ecuaciones lineales es compatible cuando y sólo 
cuando el rango de la matriz del sistema es igual al rango 
de su matriz ampliada. 
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Demostración. Como de acuerdo con los teoremas 
2.6 y 3.2 de cada sistema de ecuaciones lineales se puede 
pasar al sistema escalonado equivalente a éste, mientras 
que los rangos de la matriz del sistema y de su matriz 
ampliada en vigor del teorema 4.6, con ello, no cambiarán 
es suficiente establecer la validez del teorema para el 
sistema escalonado. Pero, para el sistema escalonado en 
vigor del teorema 4.5 los rangos de la matriz del sistema 
y Че su matriz ampliada son equivalentes cuando y sólo 
cuando estas matrices tienen igual número de filas no 
nulas, o bien, lo que es lo mismo, si, y sólo si, el primer 
elemento no nulo de la fila no nula última de la matriz 
ampliada se encuentra en la columna de los miembros 
libres. Del análisis del sistema escalonado realizado en 
el párrafo 3 es sabido que esto tiene lugar cuando y sólo 
cuando el sistema es compatible. 

Cuando en el párrafo 3 hablamos sobre las incógnitas 
principales y Jibres, estos conceptos dependían del pro- 
cedimiento de reducción de la matriz ampliada del siste- 
ma al aspecto escalonado. Para resolver los problemas 
examinados al final del párrafo 3 es necesario tener una 
definición que dependa solamente del sistema dado de 
ecuaciones lineales. Con este objeto, si está dado el siste- 
ma de ecuaciones lineales respecto a las incógnitas 
2.2... Zn, acordemos decir, que las incógnitas tj, ... 
++ + %, pueden ser anunciadas principales, si соп cual- 
quier prefijación de las demás incógnitas los valores de éstas 
se determinan unívocamente. Acerca de todas estas incóg- 
nitas restantes diremos que éstas pueden ser anunciadas 
libres. боһтауашов que en las dos últimas frases se defi- 
nen los términos «pueden ser anunciadas libres», «pueden 
ser anunciadas principales» y no los conceptos «incógnita 
principal» o «incógnita libre». Las incógnitas se hacen 
principales o bien libres solamente después de que noso- 
tros, realizando la posibilidad existente, las anunciemos 
de tal tipo. Está claro que las incógnitas principales y 
libres en sentido definido en el párrafo 3 pueden ser 
anunciadas de tal tipo también en sentido de nuestra 
nueva definición. 

El resultado central de nuestra teoría es 
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Teorema 5.2 (teorema sobre las incógnitas principales). 
Supongamos que hay un sistema compatible m de ecuaciones 


lineales con п incógnitas, А es la matriz ampliada de este 


sistema y (el rango A) =r. En este caso las incógnitas 
Liz ++ Ті, Pueden ser anunciadas principales cuando y 
sólo cuando К = т y en las columnas de la matriz А con 
los números іу, . . ., in se dispone la submatriz no degenera- 
da de orden r. 

Demostración. Supongamos que k == r y en las colum- 
nas con los números indicados se encuentra la submatriz 
no degenerada de orden r. Entonces el rango de Ja matriz 


йазы Otis ee Un, 
аз, Qi... 424, 
ті, бтіу >>. ат, 


de dimensión т X т es igual а ғ. Al reducir esta matriz 
al tipo escalonado en vigor de los teoremas 45 y 46 
obtenemos la matriz 


Din Dita ++. Dri 

0 ба bai, 
из фрее 5 
о 0 0 
4007070 


donde bi, Ба, ++ -» Бе, 50. Al aplicar las mismas 


transformaciones elementales para la matriz Á obtenemos 
la matriz 
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Subrayemos que esta anotación no significa que todas las 


filas do la matriz В, a partir de la (r + 1)-6ѕіта, son 
nulas: en las columnas con Jos números diferentes de 
А, İg» « +», і, pueden encontrarse los elementos no nulos 
que están en estas filas. Sin embargo, en realidad todas 


las filas de la matriz B iniciando de la (r + 1)-ésima son 
nulas. Verdaderamente, supongamos que esto no es así, 
es decir, Бра = 0 para ciertas p y q, donder+1<p< 
< т. Ciertamente, q 5 й, .. ., Ùp» Sin embargo, puede 
suceder que q = л + 4, es decir, Бра == ср. Sea М la 
submatriz de la matriz B de orden г -+ 1 dispuesta en 
las filas con los números 1, 2, . . ., г, р y en las columnas 
con los números ¿,, . . ., ip, 4. Son posibles los siguientes 
tres casos: 4) g<ú; 2) ¿<< ist, para cierto s; 
3) iy < q. Conmutando, si es necesario, las filas de la 
matriz М llegamos a la matriz М” que es igual а 
4:0 0 .., 0 


by hin би, o Ви 
baa 0 bey... ball, 
bra O һи, 


bin gou Юе ба Daio a, 


0. Ба, а б eee y, 
0 о в 0 КӨР” 
0... O іш быы -e Әй, 
О б y 0 br, 
o bien 
ои, би, Bu, biy 


O Б... dei bag 
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respectivamente. Dado que byi, би... «y дәр bpa 320, 
en el tercer caso la matriz M' en seguida resulta escalo- 
nada. Por lo contrario en los primeros dos casos ésta 
puede ser convertida a la escalonada con ayuda de las 
transformaciones elementales haciendo anulación de los 
elementos big, Dag, » + »> Dra Y бізі > > «+ brg respectiva- 
O qe el teorema 2.8), En vigor de los teoremas 
5 у 4. 


(el rango М) = (el rango М) = ғ +4. 
Por consiguiente, М es una matriz no degenerada у, 


tomando en consideración Ja definición del rango de la 
matriz y е) teorema 4.6, obtenemos 


(el rango 4 = (el rango 5 >r+1, 
lo que contradice al planteamiento. Por lo tanto, recha- 


zando өп la matriz В las filas nulas, llegamos al sistema 
de ecuaciones lineales que contiene r ecuaciones. А] atri- 
buir a las incógnitas, diferentes de Xis- o o ЕЛА los valores 
arbitrarios y trasladándolas al segundo miembro, es 
fácil de cerciorarso de que las incógnitas т... 21, SO 
determinan unívocamente una por otra, comenzando por 
la última. Do tal guisa, éstas pueden ser anunciadas 
principales. En vigor de los teoremas 1.1 y 3.2 lo mismo 
es válido también para el sistema inicial de ecuaciones 
lineales. 

Ahora supongamos que las incógnitas Su, .. +, д, 
pueden ser anunciadas principales. Al suponer las incóg- 
nitas restantes iguales a cero, llegamos al sistema 


anty H канш, = bi 


ааа aa 64) 
батасы... Баш, = bm 


que tiene la única solución, Sea С la matriz ampliada del 
sistema (5.1) y B, la matriz escalonada, a la cual, de 


acuerdo con el teorema 2.6, se reduce la matriz С. En 
vigor del teorema 3.2 el correspondiente sistema de 
ecuaciones lineales tiene la única solución. Como muestra 
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el análisis del sistema escalonado efectuado en el párrafo 


3, de aquí se desprende que la matriz В contiene k filas 
по nulas, con la particularidad de que sus líderes se dis- 
ponen en las primera, segunda, tercera, etc. columnas. 
Con otras palabras 


bu biz bin |с 
2- 0 ba + Dom |а 
оо ЕТТЕГІ 


Según los teoremas 4.5 y 4.6 

k = el rango B = el rango C< el rango Aur. 
Supongamos que К < г. Apliquemos а la matriz А las 
transformaciones elementales, con ayuda de las cuales 


fue realizado el paso de б а В. Entonces la matriz А 
se convierte en la matriz 


Бір так іш күс Bi nea сі 


0 baz bor “ 

D= <<: 0 0 ‚б al, 
0 0 СЕ, сн 
O уе. Ø ло 000 му ба 


con la particularidad de que las columnas de esta matriz 
ocupadas por las columnas de la matriz В tienen los 
números й, ..., ía, п--1. En vigor del teorema 4.6 
(el rango D) == r, mientras que según el teorema 3.2 el 
sistema de ecuaciones lineales con la matriz ampliada D 
es compatible y las incógnitas т) ---, x;, Pueden ser 
anunciadas principales, Del teorema 5.1 se infiere que 


el mismo rango tiene también la matriz D obtenida de D 
mediante el rechazo de la última columna. Puesto que 
К < г entre las filas de la matriz D con los números 
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mayores que А hay filas no nulas, ya que en el caso con- 
trario ésta no podría contener las submatrices no degene- 
radas de orden т. Sin embargo, el elemento no nulo de 
tal fila no puede encontrarse en la columna ocupada por 


las columnas de la matriz B. Así, pues, la matriz D 
contiene los elementos dpa 7 0, donde p>k y 4 = 
His. п -+ 1. Si supongamos alora iguales a cero 
todas las incógnitas con los números diferentes de іу, . . . 
a іһ. 4, entonces obtenemos 2, = Cyódpy Por esta 
razón, 24 по puede ser tomada arbitraria. lo que con- 
tradice а la posibilidad de anunciar 24)... Zi, prin- 
cipales incógnitas. Por consiguiente, k = r, con lo que 
se concluye la demostración. 

Del teorema que acabamos de demostrar se desprende 
que en el sistema (1.6) pueden ser anunciados principales 
о bien дү у Za о bien 2; y 23, o bien xy y ту, mientras que 
los pares restantes no pueden anunciarse principa- 
les, 

Detengamos en un procedimiento más de descripción 
de Jas soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones 
lineales. Del teorema 3.5 so despronde que el conjunto de 
todas las soluciones de dicho sislema homogéneo de 
ecuaciones lincales de n incógnitas, juntamente con 
cualquier familia de las n-ésimas filas, contiene también 
su combinación lineal. Por esta razón оз natural el deseo 
de haltar tal familia de soluciones (en la medida de lo 
posible, la menor), para que todas las soluciones restantos 
fuesen las combinaciones lineales de esta familin. Una 
do tales familias la indica el siguiente teorema: 

Teorema 5,3. Supongamos que las incógnitas а, Tip +- 
sn £p, de un sistema homogéneo de ecuaciones lineales 
de n incógnitas con la matriz A del rango r pueden ser 
anunciadas libres. Para cada К. donde і < k&n — г. 
designemos por un. la única solución del sistema que se 
obtiene, si a la incógnita x,, sele atribuye el valor de1 y alas 
restantes incógnitas libres, el valor de 0. En este caso cual- 
quier solución del sistema а examinar es la combinación 
lineal de la familia tiy, п... 

Demostración. бел que 


mars 


v= (р En) 
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св la solución arbitraria del sistema a examinar. Analico- 
mos la fila 

10 = Va Ugo ТА 
Según el teorema 3.5 w es también la solución de este 
sistema, No es difícil de calcular que las coordenadas 
i,-Ósima, ің-бвіта, ..., in-r ósima de la fila w oquivalen 
A Lis Blas + + ++ Di, tospectivamente. Por otras palabras 
los valores do las incógnitas Sy, а, +» 09 Tipp M las 


soluciones v y w son los mismos. Pero, de la definición de 
la posibilidad de anunciar las incógnitas como libres 
so desprende, que la prefijación de los valores de las 
incógnitas enumeradas determina unívocamente los valo- 
res de las demás incógnitas, Por consiguiente, también 
las restantes coordenadas de las filas v y w dobon coinci- 
dir, es decir, 

TOS E A A 

lo que se requería demostrar. 

La imposibilidad de disminuir el númoro de soluciones 
que entran en la familia hallada antes se deduce de tal 
resultado: 

Teorema 5,4. Si cualquier solución de un sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales де п incógnitas con la matriz A 
del rango т es la combinación lineal de las soluciones 
Us rv. Va UNtoncos 82®л — Р. 

Demostración. Sea que s< n — г. Supongamos que 

щ = (Qi «+ «e Qin) (i E) 
y, teniendo en cuenta el teorema 5,2 designemos por 
шу == (фи. Вл) 0=1,2,...,‚,пһ—) 
las soluciones examinadas en el teoroma 5,3. Sogún lo 
enunciado 


гъ A — 
pava 108 convenientes números reales а). Analicemos el 
sistema homogéneo ile ecuaciones linealos 

Ap 502 LO E — 0, 

азы F ag ++ a urën- = 0, 


шатақ 


аиа Pg прал 0. 
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Por supuesto el número de ecuaciones de osle sislema оз 
menor que ol número de incógnitas y, en vigor del Leore- 
ma 3,3, éste posee soluciones no nulas, por ejemplo, 
(En «+ En-r)- Al advertir que los números $y, - - s En-r 
son las coordenadas і,-бзіта, із-бзіша, ..., ёл біта 
de la fila 


w = Ely + йа ++ ++ К Ба-а 
y tomando en consideración los teoremas 2.1 y 2,2 oblo- 
HEMOS 


+= (ан + ж T аш) = 
+ Es (шл H latat > o +-@%)-+- 


+ Ens (а-га apar Dart + ап 
= (а а + F Бана) ШЕР 
+ (Estos + Erlaa ++ + а-г) Va + 


H (Estas H Betsat ++ апа) Os = 
=00,+00%+ ... +00, 7-0. 
La contradicción obtenida concluye la demostración del 
teorema. 

De tal modo, el teorema 5.3 muestra que todas las 
soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones linoales 
pueden ser obtonidas examinando las combinaciones 
lineales de Lodo género de cierto sistema finito le solu- 
ciones. 

Para obtoner una descripción tan clara del conjunto de 
todas las soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones 
lineales, prostemos atención a los siguientes hechos; 

Teorema 5.5, a) Si и es la solución del sistema de есиа- 
ciones lineales con la matriz A, y ғ, la solución del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales con la misma matriz A, 
entonces u -+ 9 es la solución del primero de estos sistemas. 

1) Sè up es alguna solución del sistema de ecuaciones 
lineales con la matriz A, entonces cualquier solución u 
de este sistema se representa en forma de la suma uy + V, 
donde v es alguna solución del sistema homogéneo de ecuacio- 
nes lineales con aquella misma matriz А. 
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Demostración. Supongamos que 0; es el miembro libre 
de la г-бзіта ecuación dol sistema a examinar. 


ау SEU = (а... о) у T= (Bn +++ Ёл), 


entonces, sustituyendo las coordonadas de la Ша u -+v 
en la ¿-ósima cenación del sistema que so analiza, obtene- 
mos 


ап ба ғ Bo. b tin (о + Ва) == 
— (ааб 7... E абл) i 
H (anbi =- -T пва) = 


=b,+0=0,, 
lo que se debía demostrar. 


A ТІ” 
entonces 


anla — Yi) Í eo F tin (An — Yn) = 
= (ant >... 7 Ann) — 
— (any — -o + апу) 
= b= bj = 0. 


Por consiguiente, la Lila т = и — йу es la solución del 
sistema homogéneo con la matriz A y vale decir también 
que la igualdad 


П = пу (U— Uy) =p Eb 


ofrece la representación buscada, 

Dol teorema 5.5 se desprende que para la descripción 
del conjunto de todas las soluciones del sistema arbitrario 
de ecuaciones lineales con 1а matriz А se debe hallar 
cualquier solución de este sistema y añadir a ésta las 
combinucionos lineales arbitrarias del sistema homogéneo, 
deserito en ul leorema 5.3, de soluciones con la misma 
matriz А, En calidad de ejemplo antalicemos el sistema 


ау zada = 4, 
a+ ti ty + == 2. 
Istá claro que la fila (4, L, 1, 3) es la solución de este 
sistema. Poresta razón, cualquier solución tiene el aspecto 
(1,1, 1.1) Тан, 9. 0, —1)+8(0, 1, 0, —1) 


o bien, lo que es lo mismo 
(+0. 1+84d,1—2—B) 
donde œ y $ son números reales arbitrarios. 


EJERCICIOS 


1. ¿Qué incógnitas en los sistemas de ecuaciones lineales de 
los ejercicios 1 y 2 en el párrafo 3 pueden ser anunciadas princi- 
pales 

2. Demostrar que el sistema compatible de conaciones lineales 
Яе n incógnitas tiene solución única enando y sólo cuando el rango 
de la matriz de este sistema es igual а n 

3. Si el sistema Че п ecuaciones lineales con п — 1 incógnitas 
es compatible, la matriz ampliada de este sistema оя dogencrada 

4. Hallar el sistema de soluciones, descrito en ol teorema 5,3, 
рага los sistemas de ecuaciones lineales de los ejercicios 1H). +, k) 
en el párralo 3 

5. Hallar el sistema do soluciones, descrito оп ol teorema 5.3. 
para el sistema de couacionos lineales que resuelve el ejercicio 11) 
del párrafo 1 

6. Describir las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales 
de los ejercicios 1 a). . e) enel párrafo 3 mediante el procedimien- 
to indicado a fines del presente párrafo 

7. Lo mismo que en el ејегсівіо 7, рага los sistemas de cenacio- 
nes líncales, que dan la solución de los ejercicios 1 a), b) y e) en el 
párralo 1, 

8. Sean му, + 1, Uy tas soluciones de cierto sistema homogéneo 
de ecuaciones lineales Demostrar que la fila Ашу +. 1 Ми, 
es la solución de aquel mismo sistema cuando y sólo cuando А + 


sy pl, Я К 

9. Demostrar quo la incógnita ту en dicho sistoma compatible 
de ecuaciones lineules se determina univocamente cuando y sólo 
cuando el rango de la matriz disminuye, al tachar la columna Же 
ósima, 


$6. 
SISTEMAS FUNDAMENTALES DE SOLUCIONES 


Como ya se había dicho antes, el Lleorema 3.3 muestra 
que todas las soluciones del sistema homogéneo de ecna- 
ciones lineales pueden ser obtenidas, componiendo las 
combinaciones lineales de cierto conjunto finito de solu- 
ciones. Es natural preguntar: ccómo saber, si so puede 
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do dicho sistema de soluciones obtener de tal modo todas 
las soluciones? Recibir la respuesta a esta pregunta оз 
ol fin del presente párrafo. 

Como rango del sistema (Uy, 2.2, Um) de las filas de 
longitud n llamemos el rango (т х n) de la matriz 
compuesta de las filas de esto sistema. Por ejemplo, el 
rango del sistema de las filas 


(0, 1,1,1,4), (1,1,2,0,4),(1,1,0,2,4), (1,1, —1, 3,4) 


equivale al rango de la matriz 


7.4 114 
11 204 
114 СА 
11 134 


es decir, como ya se había marcado en la pág. 41, a dos, 
Establezcamos varios hechos auxiliares. Recordemos 
que la fila », según la definición, es la combinación lineal 
de las filas Up +. ., Um, Si V AU, + + ++ + Amim рата 
algunos númoros reales 24, ...) Әт, ln este caso se dice 
también que la fila о se expresa linealmente а través до las 
filas Uy, ..., Um- Por ejemplo, la fila ш = (8, 1, 2, ‚ 2) 
linealmente se expresa por las filas u = (1, 2. 1, 2) y v = 
= (4, 3, 0, 2), puesto que w = 2u -|- (1) гі 
Teorema 6.1. Si la fila w se expresa linealmente a través 
de las filas шу... Us, y cada una de las filas u; se expresa 
linealmente a través de las filas ғ, ..., Un entonces la 
Ша w se expresa linealmente a través de las filas 0... . 
ws Via 
Demostración. Según el planteamiento tenemos 


A А, 
и = цр 15... HAVE 


para los convenientes números reales А, . . ., Аз, Miro +. + 
‚ Mig De aquí, tomando en consideración los teore- 
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mas 2.1 y 2.2 obtenomos 


= А (рига lla Кш) H 
NS 


+ hs (фый + Haga +++ Л pes 
— (put ahat | мы) + 
(а Хва Аа) Va + 


lo que se quería demostrar, 
Teorema 6,2. Sea 


ШТІ Us 

‚_ || и 
W= 51 б. 
ои Pin 
Уа Vin 


Entonces (el rango U) < (el rango W). Si por lo contrario 
las matrices V se expresan linealmente por las filas de la 
matriz U, entonces (ol rango W) = (el rango U). 
Demostración, Para la demostración de іп primera 
afirmación es suficiente señalar que cualquier submatriz 
no degenerada de la matriz U es 1а submatriz no degenera- 
da de la matriz W. Por consiguiento, el mayor ordon de 
tales submatrices en la matriz U no puede ser mayor que 
еп Ja matriz И, Еп vigor de la definición del rango de la 
malriz esto significa, precisamente, que (el rango U) < 
< (el rango W). Al pasar a la demostración de la segunda 


afirmación supongamos quo U; = (tip -< 5. Min) Y 0) = 
= (рд, - - s Әт). Según el planteamiento 


Б) = Ама +... F на 


para los números reales convenientes Ад, + + s Аз. Al Sus- 
traer do la (s -|- 1)-ésima fila de la matriz W sns primoras 
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s filas multiplicadas рог №, Mar + + -> Ma, Tespectivamen- 
te, la convertimos en la nunla, Do modo análogo tratando 
las siguientes filas de la matriz W, llegamos a la matriz 


ün Ша 

т Usg ses Uan 
P e 0 

W e 


Según el teorema 4.6 (el rango T) = (el rango W). Al 
reducir la matriz al aspecto escalonado S, lo que es 
posible en vigor del leorema 2.6, advertimos que las 
mismas (тапзѓогтасіопеѕ elementales convierten la matriz 


T en la matriz escalonaila | 3 |. donde О ез la matriz 
nula (4 X n). De acuerdo con los teoremas 4.5 y 4.6 
(el rango И) = (el rango 7 =el rango ІМ = (el 


rango 6) = К rango U). 

Teorema 6.3. Si de la matriz U a la matriz V se puede 
pasar mediante un número finilo de transformaciones 
elementales de las filas, entonces cada una de las filas de la 
matriz V se expresa linealmente a través de las filas de la 
matriz 0. 

Demostración. En caso de aplicación do una de las 
transformaciones elementales la validez (101 teorema se 
«desprende de la definición. En caso допога! tenemos una 
sucesión de las matrices U, Wi, И... ., Wrs V, donde 
de la matriz izquierda a la derecha se puede pasar hacien- 
do nso de una sola transformación elemental, Por consi- 
guiente, сото ya se había indicado, cada una de las filas 
de la matriz derecha se expresa por las filas de la matriz 
izquierda. Queda solamente emplear varias veces el 
teorema 6.1. 

Teorema 6.4. Si cada fila del sistema Q ye expresa 
linealmente por las filas del sistema В. entonces (el rango Q) < 
< (del rango 3), 

Demostración. Si U y V son las matrices compuestas 
de las filas de los sistemas E y Q, respectivamente, enton- 
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ces, ulilizando el teorema 6.2, oblenemos 


(el rango Q)— (el rango И) < (ы rango 


U 
A = (ğl 
rango (7) — (е1 rango 8). 

Teorema 6.5. Sea 3 el sistema de las filas de longitud 
п, (el rango Я) =r y ©, el subsistema del sistema E que 
contiene r filas y tiene rango r. Entonces cada una de las 
filas del sistema E se expresa linealmente a través de las 
filas del sistema Q. 

Demostración. Sean U y V las matrices compuestas de 
las filas de los sistemas B y Q, respectivamente, con la 
particularidad de que la matriz V coincide con las prime- 
ras r filas de la matriz U. Haciendo uso del teoroma 2.6 
reduzcamos la matriz V al aspecto escalonado 8. Al apli- 
саг las mismas transformaciones elementales рага la 


matriz U, obtenemos la matriz W” = |5]. donde 7” 


es la matriz ((m — r) х n) compuesta do las filas de la 
matriz U que no entraron en la matriz У. En vigor de 
108 teoremas 4.5 y 4.6 todas las lilas Пе la matriz escalona- 
da $ difieren de la nula. Supongamos que los líderes de 
sus filas se disponen en las columnas con los números 
jis + +. Jr, 98 decir, 


con Ја particularidad de que зуд, Szi а зу, 0. Al 
hacer uso varias veces del teorema 2.3 se puede do la matriz 
ҮР” pasar con ayuda de las transformaciones elementales 
а 1а matriz W =| З |. donde todos los vlementos de la 
matriz 7, que se encuentran en las columnas con los 


números ji, + + +, ір Son iguales a cero. Corciorémonos de 
que todas las filas do la matriz 7 son nulas, En efecto, 
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supongamos que fp} 70 para algunas p y g. Está claro 
que qg Æ ju »- » Je Examinemos la submatriz M de la 
matriz W, que so encuentra en las filas con los números 
1,2,....r, ру en las columnas con los números )|,... 
2. ғғ g. Son posibles los siguientos tres casos: 1/4 < ji 
2lin << @ Ljuti para cierto №; 3/j < 4. Conmutando, 
si os uecosario, las filas de la matriz М, llegamos а la 
matriz M’ que oquivale а 


ta Y 0 м 0 
Sig Sih Si 


Sth e Sip Ma Sliny ee St. 
002... %, Sha Mina TA 
0 as 99 ti Y „© 

“ e Ò узд Фарр е ВАА 
0 va 27) за Ù ¿roce 7 


o bien 
Sin 59, Өз Sij, %4 
О а 2... 8%, Seg 


0 0 se Si, Sre 
0 0 же 1 ба 


respectivamente, Puesto que Sijs б, + >> еј ра 5© 0, 
entonces en el Lercer caso la matriz М” resulta escalonada 
de inmediato, Si, por lo contrario, en los primeros dos 
casos ella puede convertirse en la escalonada con ayuda 
de las transformaciones elementales de segundo tipo, 
anulando los element ПЕТТИ 
respectivamente (véase el teorema 2.3). De acuerdo con 
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los teoremas 4.5, 4.6 y 6.2 obtenemos 


r +1 = (el rango M’) = (el rango М) < (el rango W) = 
= (el rango И”) = (el rango U) = 


т. 


La contradicción surgida muestra que W = ІЗ donde 


О es la matriz mula ((m — r) X n). En vigor de los Leore- 
mas 2.4 y 6.3 las filas de la matriz $ se expresan lineal- 
mente a través de las filas de la matriz V, mientras que 
las filas de la matriz U, por las filas do la matriz W, 
o sea, lo que es lo mismo, por las filas de la matriz S. 
Пе aquí, haciendo uso del teorema 6,1, concluimos que 
las filas de la matriz U, que no ontran en la matriz V, 
se expresan linealmente a través de las filas de la matriz 
V. Nos queda indicar que cada una de las filas del sistema 
Q puede ser expresada a través del sistema Q, tomando en 
calidad de coeficiente para esta fila la 1 y para las demás, 


Corolario. Si A es la matriz de dimensión (т X п) y 
(el rango A) = т. entonces А contiene r filas, а través de 
las cuales se expresan linealmente todas las filas de la ma- 
triz A. 

Verdaderamente, la matriz A contfione la submatriz no 
degenerada de orden ғ. Está claro, que la matriz В, com- 
puesta de las filas en las cuales se dispone esta submatriz, 
tiene rango r. Según el teorema 6.5 las filas (Іс la matriz А 
se expresan linealmente a través de las filas de la та- 
triz В. 

La familia F de soluciones del sistema homogéneo de 
ecuaciones lineales se llama sistema fundamental de solu- 
ciones, si cualquier solución de este sislema es la combi- 
nación lineal de soluciones del sistema F, pero al olimi- 
nar del sistema F рог lo menos una (Па, la familia restan- 
te ya no posee osla propiedad, De acuerdo соп el Leoroma 
5.4 la familia do soluciones examinada en el teorema 5.3 
es сі sistema fundamental do solncionos, Existen también 
otros sistemas fundamentales Je soluciones, 

Como ejemplo analicemos ol sistema 


+ ti + |р =0, 
Ey + ta — a + 24 = 0. 
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Según ol teorema 5.2 pueden sor anunciadas libres las 
incógnitas 2) у z4. Por esta razón del teorema 5.3 se des- 
prendo que las soluciones (1, —1, 0, 0) y (0, —1, 0, 4) 
forman cl sistema fundamental de soluciones. El sistema 
fundamental de soluciones es también la familia 
[(1, 0, 0, —1), (0, 1, 0, —1)). Ésta surge, si se anuncian 
libres las incógnitas 2, y xy. A partir del primer sistema 
fundamental obtenemos que cl conjunto de todas las 
soluciones del sistema (5.2) consta de las filas tipo 


(о, —(a 4 В), 0, В), 


donde œ y В son números reales arbitrarios. El segundo 
sistenia fundamental nos ofrece el conjunto de filas tipo 


(а, В. 0, —(a + В)). 


Es fácil de comprender quo, como era de esperar, obtene- 
mns el mismo conjunto. 

Teorema 6.6. Cada sistema fundamental de soluciones 
del sistema de ecuaciones homogéneas lineales de n incógni- 
tas con la matriz del sistema, que tiene rango r, contiene 
n — r soluciones y su rango es igual a n — т. 

Demostración. Пе acuerdo con el teorema 5.2 algunas 
n — r incógnitas de nuestro sistema de ecuaciones linea- 
les pueden ser anunciadas libres y, por consiguiente, 
existe ol sistema de soluciones Е = fup ..., Же 
descrito en el teorema 5.3, Sea U la matriz ((n — r) X т, 
compuesta (е estas soluciones. Las columnas de la matriz 
U con los números ¿,, ..., in-r forman la submatriz E 
que es la matriz unidad de orden п — г. En vigor de los 
teoremas 4.5 y 6.2 


n — r = (el rango E) < (el rango U) <n—r, 


do donde 
(el rango E) = (el rango U) =n — r. 


Ahora sea А el sistema fundamental arbitrario de soln- 
ciones (lel sistema de ecuaciones lineales a examinar у 5 
el número do solnciones, que entran en F. Según el teore- 
та 5.4 s> м — r. Sis >28n—r, entonces on vigor de 
los teoremas 6.1 y 6.5 todas las soluciones de nuestro 
sistema se expresan lincalmente por una parte de las 
soluciones del sistema F, lo que contradice а su carácter 
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fundamental. Para acabar, al aplicar dogs veces ol teore- 
ma 6,4. obtenemos 

(el rango В) < (el rango F) < (el cango 8), 
de donde en yigor de lo demostrado anteriormente 

(el rango Ё) = (el rango E) = n — r. 

El problema planteado on el comienzo del párrafo se 
resuelve con la siguiente afirmación. 

Teorema 6.7, Si F es el sistema de soluciones del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales de n incógnitas con la 
matriz del rango r, que contiene п — ғ soluciones, y el 
rango del sistema Е es igual а n — т, entonces F es el siste- 
ma fundamental de soluciones, 

Demostración. Supongamos que oxiste la solución v 
que no es la combinación lineal de soluciones de А. 
Examinemos el sistema de soluciones F obtenido median- 
te la agrogación a P de la solución v. Dado que de los 
teoremas 5.3 y 6.6 so deduce que el sistema do ecuaciones 
líneales a examinar posee ol sistema fundamental de 
soluciones del rango n — r, entonces, de acuerdo con los 
tooremas 6.2 y 6.4 (ol fango F) = п — г. Pero, en este 
caso del teorema 6.5 y do la elección de la solución » 
відпо la existencia de tal solución и Є F, que 

E AA 
dondo Ù Æ ш, . . ., Us EF. Si р = 0, entonces, en vigor 
del teorema 0.4 (el rango F) < п — г а pesar de la con- 


dición. Si, por lo contrario, p 7 0, entonces, tomando en 
considoración los teoremas 2.1 y 2.2, obtenemos 


т = piu — pr —... MAg 


lo que contradice a la elección de la solución v. Por lo 
tanto, cualquier solución del sistema de ecuaciones linea- 
les a examinar se expresa linealmente a través de F. 
Si lo mismo puede sor conseguido empleando la parte del 
sistema F, entonces, teniendo en cuenta los teoremas 6.1 
y 6.4, llegamos a Ja correlación imposible 


n — r = (ol rando Г) < п — г, 
lo que demuestra el carácter fundamental del sistema F. 
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Como ejemplo de aplicación del teorema 6.7 analice- 
mos el sislema de сспасіопеѕ lineales 


ж ++ apo, +42 =0, 
ау + ж, + Lea + 4 = 0, 
ЕЯ + 22, + 4 = 0, 
ti H ty — zy + Әт, + 4 = 0. 


ҮЙ rango de la matriz de este sistema es igual a dos 
(véase la pág. 41). Las soluciones (1, 4, 1, 4, --4), 
(0, 2, 1,1, —1), (0, 0, 2, 2, —1) forman el sistema funda- 
mental de soluciones, puesto que 


1114 —1 
ol rango [0 2 1 41 1-3, 
0022 —t 


Si están dados dos sistemas de ecuacionos lineales, es 
natural preguntar: ¿en qué caso los conjuntos de solucio- 
nes de estos sistemas coinciden, es decir, cuándo estos 
sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes? Con 
mayor exactitud se exige aclarar, cómo deben ser ligadas 
las matrices (е estos sistemas, рАга que esta equivalencia 
tenga lugar. Tratemos de resolver este problema. 

Teorema 6.8. Si las filas de la matriz Ф son las solu- 
ciones del sistema homogéneo de ecuaciones lineales con la 
matriz A, entonces las filas de la matriz A sirven como 
soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones lineales con 
la matriz Ф. 

Demostración, Si оң = (Any +» ., ©) es la fila do 
la matriz Ф, entonces para cualquier Ша а) = 
= (ал, » +», ат) de la matriz A tenemos 


адал E. + F Aint = 0, 
ya que g; es la solución de la ecuación 

аңа +- «E дл = 0. 
Por consiguiente, la fila a, sirve como solución de cual- 
quier ecuación del sistema homogéneo con la matriz Ф, 
con lo que se concluye la demostración. 


Teorema 6.9. Si cualquier solución del sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales con la matriz А sirve como 


63 


solución del sistema de ecuaciones lineales homogéneas con 
la mutriz B, entonces cada fila de la matriz B se expresa 
linealmente por las filas de la matriz A. 

Demostración. Supongamos que Ё es el sistema funda- 
mental de soluciones del sistema de ecuaciones lineales 
con la matriz А y Ф es la matriz compuesta de estas 
soluciones. Si (01 rango А) = ғу (el rango Ф) = s, enton- 
ces según el teorema б.б r + s = п, donde n es el número 
de columnas de la matriz А, Ésta contiene la submatriz 
no degenerada D de orden r. Sea U la matriz compuesta 
de las filas de la matriz A, en Jas cuales se dispone la 
submatriz D. Es obvio, que (ol rango U) == r, y, en vigor 
del teorema 6.7, las filas do la matriz U forman el sistema 
fundamental de soluciones del sistema homogéneo de 
ecuaciones lineales con la matriz Ф. Dado que las filas 
de Ja matriz Ф sirven como soluciones del sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales con la matriz B, entonces, 
de acuerdo con el teorema 6,8, las filas de la matriz В 
son las soluciones del sistema homogéneo de ecuaciones 
lineales con Ja matriz Ф. Do la definición del sistema 
fundamental se infiere que las filas de la matriz B se 
expresan linealmente a través do las filas de la matriz U. 
Más aún que óstas se expresan por las filas do la matriz А: 
es suficiente con las filas, quo no entran en la matriz U, 
tomar los coeficientes nulos. 

El problema planteado para los sistemas homogénoos 
de ecuaciones lineales Јо resnolve el siguiente resultado: 

Teorema 6.10. Los sistemas homogéneos de ecuaciones 
lineales con las matrices A y B son equivalentes cuando y 
sólo cuando cada una de las filas de la matriz A se expresa 
linealmente a través de las filas de la matriz B, mientras 
que cada una de las filas de la matriz B se expresa lineal- 
mente por las filas de la matriz A. 

Demostración, Si los sistemas de ecuaciones lineales 
homogéneos con las matrices А y В son equivalentes, la 
expresividad recíproca de las filas de las matrices A y B 
se desprende del teorema 6,9. La afirmación inversa es 
el corolario del siguiente lema: 


Lema. Si las filas de la matriz ampliada Ё de cierto 


sistema de ecuaciones lineales (¡no obligatoriamente homo- 
géneo¡) se expresan linealmente a través de las filas de la 


matriz ampliada A de otro sistema, entonces cualquier 
solución del segundo sistema de ecuaciones lineales sirve 
como solución del primer sistema. 

Para la demostración supongamos que la fila а = 
= (од... ., Œn) es la solución del sistema de ecuaciones 


con Іа malriz ampliada А. Entonces 


апод ++... F linan = сү, 
donde (аң, > + -ı Gina 04) өз la d-ésima fila de la matriz A. 
Si 

brity ++. + Баға = de 


es cierta ecuación del primer sistema, entonces, según la 
condición, con los cooficientes convenientes М, . - ., Am, 


donde m es ol número de filas de la matriz А, lenemos 
(bris -e e brns da) = 
= М (s ++ буу б) Feee + 
FAm (ату + + +» @тп› буа). 
De aquí 
мац Ма + + e F Amami = Drs 
Ха» лаа + + Амт = brg 


Жат: Dalton АЯ Еа, 
Mert hatat. e H Мн = dy 
y, por corsiguiente, 
Dri, 4-а + + ++ + аба = 
(маи + Аа + + ++ + Ања) ® + 
+ (Maag Аза H -+ + F Аа) 9 


| (Dyflyn + маьа E + + + A Amilo) Cen = 
М (auy 494... + аһа) + 
А (ааа H аво 4. Азада) -H 
даа аша алаан) = 
= А4... F Amem = Uno 
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Así, pues, la Sila “5 sirve de solución del sistema do сспа- 


ciones Jineales con la matriz ampliada B. 
Teorema 6.11. Si cada solución del sistema de есиасіо- 
nes lineales con la matriz ampliada A sirve de solución del 


sistema de ecuaciones lineales con la matriz ampliada В, 
entonces cada fila de la matriz В se expresa linealmente а 


través de las filas de la matriz A. 

Demostración. Establezcamos previamente el siguien- 
te hecho: 

Lema. Si el sistema homogéneo de ecuaciones lineales 
posee la solución б = (0л, . . «+ п), donde an зе Ù, entonces 
se hallará tal sistema fundamental de soluciones de este 
sistema de ecuaciones lineales que la última coordenada 
de cada una de estas soluciones será igual a —1. 

Para la demostración tomemos el sistema fundamental 
arbitrario de soluciones del sistema homogéneo de ecua- 
ciones lincales, que se examina, y compongamos de las 
soluciones que entran en éste la matriz Ф, Si la última 
columna de esta matriz resulta nula, entonces. presto 
que cualquier solución es la combinación lincal de las 
filas de la matriz Ф, sn última coordenada debe igualarse 
a cero, Esto, sin embargo, contradice la condición dol 
lema. АЈ multiplicar las filas de la matriz Ф por los 
convenientes números diferentes dle coro, se puede obte- 
ner la matriz Y, cuya última columna contendrá sola- 
mente 0 y —1. Con ello, según el teorema 3,5 las filas 
de la matriz Y son, como antes, las soluciones del sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales que se analiza, Del 
teorema 4.3 se deduce quo (el rango Ф) = (ol rango Ч) y, 
en vigor del teorema 6.7, las filas de la matriz Y forman 
el sistema fundamental de soluciones de nuestro sistema 
homogéneo de ecuaciones lineales. Ahora registromos un 
la matriz Y cierta fila con la última coordenada, igual 
a —1, y la adicionemos a todas Jas filas de la matriz Y, 
la última coordenada de las cuales equivale a 0. En vigor 
del teorema 3.5 la matriz obtenida de tal modo consta 
de las soluciones del sistema homogéneo do ecuaciones 
lineales a examinar у, de acuerdo соп el Leorema 4.6, 
su rango es igual al rango do la matriz Y, Según el Loorema 
6.7 las filas de Ja matriz obtenida forman el sistema 
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fundamental de soluciones de nuestro sistema homogéneo 
de ecuaciones lineales, la última coordenada de cada 
una de las cuales equivale a —1, 

Al retornar а la demostración del Leorema, componga- 
mos los sistemas homogéneos de ecuaciones lineales con 


las matricos А у B. Sia = (%, ..., %n) es la solución 
del sistema de ecuaciones lineales con la matriz ampliada 


A, entonces (оц, ..., а, —1) es la solución del sistema 


homogéneo de ecuaciones lineales con la matriz A. En 
vigor del lema se hallará tal sistema fundamental PF 
de soluciones de esto sistema homogéneo de ecuaciones 
lineales, que la última coordenada de cada una de estas 
soluciones será igual a —1. Al eliminar las últimas coorde- 
nadas, obtenemos el sistema de soluciones del sistema de 


ecuaciones lincales соп la matriz ampliada А, Según lo 
enunciado estas soluciones son las del sistema de ecua- 


ciones lineales con la matriz ampliada 3. Por consiguien- 
te, cada solución del sistema F es la solu 


n del sistema 


homogéneo de ecuaciones lineales con la matriz В. Del 
teorema 3.5 y de la definición del sistema fundamental 
de soluciones se despronde que cada solución del sistema 


homogéneo de ecuaciones lineales con la matriz А os la 
solución del sistema hontogéneo de ecuaciones lineales 


con la matriz Ё. En vigor del teorema 6.9 cada Tila de 
la matriz В se expresa linealmente a través de las filas 


de la matriz 4, lo que se quería demostrar. 
La solución completa del problema a examinar ofrece: 


Teorema 6,12. Para la equivalencia de los sistemas de 
ecuaciones lineales con las matrices ampliadas А у B es 
necesario y suficiente, que cada fila de la matriz Д se exprese 
linealmente a través de las filas de la matriz В, mientras 
que cada fila de la matriz В se exprese linealmente por las 
filas de la matriz 2. 


Demostración. La suficiencia de las condiciones 
enunciadas se infiere del lema establecido durante la 
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demostración del teorema 6,10, mientras que la necesi- 
dad. del teorema 6.11. 

Рага aplicar el teorema 6.42 a menudo es útil el 
siguiente resultado: 

Teorema 6.13. Supongamos que la malriz А está com- 
puesta de las filas а, ..., а, (el rango А) =r, las filas 
de la matriz B permiten la representación 

Б dns мада + + «bro 

Dy = Ааа Agly H о Аа 
Мий, H Ада ++ 
y el rango de la matriz 


b, т 


hu ш о. Ami 
Фе ал эз» на 
Air Aor Amr 
es igual ат. En este caso las filas de la matriz А se expresan 


linealmente a través de las filas de la matriz В. 
Demostración. En vista de que el rango de la matriz 


O EN 
Әз haz ... Ama б 
Air har Өз Amr Cr 
no puede superar ar, entonces йо! teorema 5.1 se desprende 
que con cualquier сі, Cy, -... €, €l sistema Пе ecuacionos 
lineales 
A ЖЕГІ 


Жат Ааа E o- e H бн = Cys 

М + Aata t o Ааа 6, 
tione solución, En particular, si (0%. y Ф) es la 
solución para el casocuando с, = 1 y e; =U, si ізе). 
entonces 


bm 


ab, ayb +.. 
= 0% (му e hago М) 2 
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+ ha бм + Pasa +... Аа) + 


Аан ма лыда. «р Ш 
= (Аи d Agnt -o F онд) 44 + 
+ бый hast +»: ыбы) а 


4 Ay + аы. + Ааа) an= 
o vis барад 1а 4++0@ ы +... -Е0@„ =й. 
lo que se debía demostrar, 
En calidad de ejemplo oxaminemos los sistemas 
EA 
ti-l — + ta 


{+ Әл) |- ғ, + За = 10, 
La Br + t =b. 


Las filas de la matriz ampliada del segundo sistema so 
expresan Jincalmonte а través de las filas de la matriz del 
primer sistema, con la particularidad de que la matriz 
indicaa en el teorema 6.13 tiene el aspecto 


je -i 


Puesto que ol rango de osta matriz us igual a 2, entonces 
las lilas do la matriz ampliada del primer sistema tam- 
bién se expresan linealmente a través de las filas de la 
matriz ampliada del sogundo sistema. Por consiguiente, 
eslos sistemas con equivalentes. 


EJERCICIOS 


1. Hallar el sistema fundamental de soluciones del sistema 
Че ecuaciones lineales 


nt аз азасын 
Ba lr + my ох — 8 

та F 2ra A 24 +} 6 
бе| + ба F Эхо + Зл ир = 


2. ¡Serán fundamentales los siguientes sistemas de soluciones 
del sistema de ecuaciones lineales del ejercicio 1:01 108, 2, —1, 
4,1), (2,0, —2, —1, 41); b) (13, —2, —1, —1‚ 1), (0, —2, 4,0, 0), 
(2, 0, —2, —1, 1) с) ((1, —2, 1,0, 0), W, 0, —1, 1,0), (4, 0, 0, 
ge 2) d) (1, a 1, 0,0), (1, —2, 0, 1, 0), (0, 0,1, —1,‚ 0), 
( 5 a 


п 2 з —2—т7 
503% 7--4 
8 0-8 6 43 
4-2 -7 —5 —7 


forman el sistema fundamental de soluciones para el sistema de 
ecuaciones lineales 


2, беа + Bm H 2 + m0 
Бә — 82) + Баз + Ary + лу — 0, 
т Trg + бау + 214 =0, 
длу eye aa + 2л + 325 = 0? 


4, Hallar el sistema fundamental de soluciones lel sistema 
de ecuaciones lineales; 


Mbiti E А E ira 0, 
Mbari H. -H Аата батана = 0, 


Айыл 4 5 Е Атта F атана = б, 


Indicación: demostrar proviamentequo (ч rango | 


а al ) ыз 
а 
= 2 cuando y sólo cuando ad — іс «2 0 

5. Para cualquier sistema homogénco de ceunciones linenles 
con coeticientos enteres existe ol sistema fundamental de solucio- 
nes, como coordenadas de las filas del cual steven los números 
enteros, 

G. Haltar el sistema de ecuaciones lineales homogéneas, para 
el cual ol sistema fandamental Пе soluciones forman las ав" 
a) (1, 2, 4, 0, 1) y (1,3.4, 1,2; b) (2,1,0,0), (1, 0,4, 0) y 
(1, 0, 0, 1); €) (1, 2, 3, —1). 

7, Hallar el sistema de ecuaciones lineales de cuatro incógni- 
tas, el rango de la matriz del cual es igual a dos, mientras que las 
filas (1, 1.1, 1), (2, t, 1.0) y (£, 2,4, 0) sirven enmo sus soluciones 

8, ¿Son equivalentes los sistemas de ecuaciones lineales 


ажа аф а=, 


аа rrt р = 
5н 43 Hr + 4 
y 
2 — 3а, = m=2. 


Bo ta F Bra A 
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9. Supongamos que {(1, 4,3, 1), (0, 4, 2, O}y (2.1, 0, 0, 
(1, 0, £, 1)) son Jos sistemas fundamentales de soluciones de Los 
sistemas homogéneos de ecuaciones lineales con las matri А 
y В, respectivamente. ПаПаг el sistema fundamental de soluciones 


A 
B 
10. Componer el sistema de ecuaciones lineales homogéneas, 
el conjunto de tadas las soluciones del спа! coincide con el conjunto 


de enalesquier combinaciones lineales Xu + (07, donde R y v son 
soluciones de ecuaciones lineales 


а H ta Bay = 0. 


del sistema homagénoo de ecuaciones lineales con la таш» 


ta + 2 =0 

y 
2, + rs +. =0 
тұ + ataO, 


respectivamente. 

11, Sea А” una matriz, como cuyas filas sirven las columnas 
de la matriz A. Demostrar: 

а) si A os la matriz degenerada, entonces la matriz A* es 
también degenerada, Indicación: hacer uso del teorema 6.4 y del 
ejercicio 10 en el párrafo 4; 

b) (el rango А) >= (el rango 4%). Indicación: hacer uso del 
punto а). 

12. Demostrar que el raugo de la matriz no cambia durante las 
transformaciones elementales de las columnas de los tipos I y IT. 
¿Se utiliza el rango de la matriz con las transformaciones elemen- 
tales del НІ tipo; 


RESPUESTAS 
ГЕ! 
4. a) а H ta F ta = 40, 
a+ rg t ty — д = 20; 


b) nata + 
бе + 1025 + 15у + 207, = 200; 


dateras, (лға ті, 


ay H ta Hrs nhas 1, 

nta xa =1, ataei 

аға азат т-ға. 
эк 


з бд 
в} 207, + 1223 + 10%, = 120, 
207, + 45, + 107, = 120, 
427, + 15а, + 107, = 120; 
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1. Por ejemplo, т = (0, 1, 2, 0), E = (0, 


2). 


2. (0, —3, 3, 2, 2). 5. т == (0, 1, 2, —2),у 25/8, 
10,3, -5/3). 6. a) (1,4, —7, 7). 
Ta pita 1 4% » 20 
ооо —2 —20|! 5 w а 100 
911404 yji t оу 
044441. 0-1 4080 
00424" 0 0—11 0. 
00034 vo o аА" 


e) [| 20 42 040 12 
o —12 45 0 0 


0 в а! 40 420 


12 


11 90 

п + 0.0 

9% 0.0 

І) con n par Р зза 

5. 40 

vo 1,4 

ow oo 
Су тт Б ШИ 
Ш, ү пой 
0044 no N 
vona ро ll si rc © 
"боо 1:10 
"ооо 4404 
О ар ЕГДЕ 

Nata. Las respuestas en los ejercicios 7 a) 7) pueden ser 


otras. Sin embargo, los lideres deben disponerse en las misntas 
columbas (véase el ejercicio 12) 9. Por ejemplo, | i 


oll 
$3 
ТЕ: қ =à қ _ 
ба) т-у (@— л — д), та = E = 
= + ta — + y Ta =t = 05 с) el sistema es incompatible; 
1 i n 
dea = т“ — Зер — ty), д = 10) жут = (7 — 18-- д), 
1 
zm g 0 ба) 0 ұт лу ао Юа = == 


чо 0; Ш ау — Шы, Lg = дү 26, 5 


Tai 


0, 2 =G a 2r) D) ta = 808 — 5з rg = 


0; k) si п = ЗА o bien n = 3k -+ 1, entonces 
n nula, si, por lo contrario, п = 3k + 2, en- 


Ш, si ¿=3m, 
2-4 а, sí ім, 


Nota. Las respuestas para los ejercicios 1 а), b), d), ж), ћ, 
i), j) y К), cuando в = 3k + 2 permiten también otra anotación 

2. а) Uno de los lados es igual а 10 em, mientras que la suma 
de las lados restantes, 30 m. Por ejemplo, 8 m, 15 m, 7 m y 10 m 
b) бі тү es el nimero de monedas de 5 kópeks de valor, zp, de 10 kô- 
peks de valor. гу, ale 15 kópeks de valor y ту, de 20 kópeks de valor, 


БЕТЕГЕ 
solamente la sol 
tonces 
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entonces ху — ta +22 у ta = 20 — 2ty — 3ra Una de las 
soluciones es (7, 8, 3, А. Gon el máximo número Пе moucdas de 
20 kópeks de valor tenemos (12, 2, 0, б) o sea (13, 0, 1. 6) у con el 
número máximo de monedas de 15 kópeks, (10, 9, 10, 0). с) жу = 
з = л = 4/8. d) z= ty = z, = 1/2. е) Si zp 
та, ту y za Son los números de horas йо trabajo de las hormigoneras 
de rendimiento de cada una de 20, 12, 15 y 10 toneludas del hormi- 


gón por hora, respectivamente, entonces sy = 1 (12 — zi) 2 = 


= z, = 


= 0005201 а= q (2 — 5). Una Пе los soluciones os 


(5/2, 25/6, 10/3, 2). Con el máximo empleo de la cuarta hormigonera 
tenemos (1/4, 5/12, 1/3, 11) y con el minimo, (11/4, 55/12, 11/3, 1). 
Г) Si n es el número impar, todos los números son iguales a сего y, 
con п par, todos estos números son iguales por su valor absoluto, 

icularidad de que la mitad de estos números es mayor 


Р ta — a+ 
7. No; el número de soluciones es uno o in 


$4 


1. a) 2; b) 2; c} á; d) 4; е) 3; 1) n — Leon n par y ncon п impar 
2. a) 2% b) 3; с) 6; d) 5; 0) ві aj ==... == ap, entonces el rango es 
igual a cero para ay —by y 1 еп el caso contra- 
rio; sin embargo, si existe аҙ 56 ap ¢utonces el rango cs igual a 
1 para by =... = hy, y 2 on el caso contrario. 


— = 


$5 


К 2, 
Lar Ego зу gp у cualquier k -+ 4 ilo las restantes Paro 
o 2 enel párrafo 3: a) тү y з, 0 bien sg y ту, o bien zy 


el ojerci 
ү b) las dos, no importa cuales; с) todas; 4) todas; e) cuales- 


уа А H 
quiera tres; f) si н es impar, entonces todas, si л es par, entonces 
cualqnicr 


4. Para los ejercicios 1 en el párrafo 3: h) (1, 1,1, 4, 0, 0), 
(—1, 0, 0, 0, 1, 0), (0, —1.0,0,0, 1); 1) (0, 1,3, 0, 0), ( 2, 
0. 8: D 2,1, 0, (M,(-5,3,0,0, 1% k} si n 
3k |74) entonces hay solamente una solución nula, si = 3 2, 
entonces (1, 1,0, —1,1,„. 1,1, 0, 1.0) 

5. Бі n es impar, entonces hay solamente una solución nula, 
Si п es par, entonces (1, —1, 1, —1. к=. —5 
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Nota. Las respuestas en los ejercicios 4 y 5 pueden ser también 
otras, jere el número de filas, que entran en el sistema de solucio- 
nes hallado, debe coincidir con el número de filas indicadas en las 
respuestas ofrecidas. 
а) (2,0, 0, 0) + A(—1. —5, 4, 0) + (9, —4, 0, 4); 

b) (1. —1, 0, 0 -+ A (2, 3, 0, 0); с) el sistema es incompatible; 
d) @, 1,0, He А (3, 4, 0, 04-и (1,0, 4, 0,0) (1,1,1, —D+ 
А (—t, 0, —10. 12) -| p (3, 2, 0, 0). 

7. а) (10, 40, 10, 10) — Шақ. 0,1, 0) (0, —4, 1.0) 
b) (7, 8, 3, 2) -H A Yo —2,1,0) + y (2, —3, 0. 4); e) (0.0, 0, 12) Ep 
FAL, 5. A, —12) 

Nuta. Las respuestas en los ejercicios 6 y 7 pueden ser también 
otras, pero el número de filas, que entran ец Ја respuesta, debo 
ser lo mismo. 


56 
de Е ejemplo, (04, —2, 1, 0. 0), (4, —2, 0, 1, 0), (5, —6, 
1 


2. a) no; b) noz ed sf; d) no 

З. La cuarta Ша juntamente con cualesquiera dos fitas de las 
primeras tres 

д, Si todos los cochicientes son iguales и cero, entonces 


(6,222. En), donde & = (0, . |., 0, 4. 0,.. + 0); si existen los 
E 


0,0 


1-4 
coeficientes no nulos, pero Ма), - Мақ) = 0 рага todos los 


i, j, К, que faje, — буе, ajer == арбаз + En - Лабан 
en caso, cuando ау == 0, y Dd — Мер с. Abrera - 
— Алкар, Міні Араб: Мӛңһ — ліне engi) еп ed 


манын Тн loco те ОТЫ де Қақ - 
— 20,03% 0 para ciertos 1, j, k, entonces (Ae, + оер, 2. 
‚у бел + Мае, Ае, бер, F зде... ++ ТТ 
donde @ = ayb; — ауру. 
6. а) 82, — 473 H ta + ty trO, 
ла + ty — 224 — t = 0. 
ту — Зац + = 0: 
b) 2, — 227 — 24 + 4 = 0; 
в) —5x, + ta + ж 0, 
та +2 + 57, = 0, 
da + Эз, = 0, 
т. Фа т, Гау, 


а + da — әсі а = 2. 


Nota. Las respuestas en los ejercicios 4, 7, 9 y 10 pueden ser 
también otras, pero el rango de los sistemas hallados debe coincidir 
con el rango de Jos sistemas aducidos 


SOLUCIONES 
$2 


7. f) Añadimos a la última fila de la matriz dada todas las 
filas pares anteriores y todas las filas impares anteriores multi- 
plicadas por —1. En este caso para el número п par e impar obtene- 
mos las matrices escalonadas 


ОП ж 4090 216404 DN a 
E O 000 ©З 0 „б @ф 
0 Dd 000 014 » 8 60% 
попоп tig 0000 110 
006400 014 опоо 044 
0000 ..000 0000 0.02 


11. Para а зе 0 el problema se resuelve mediante la obtención 


sucesiva de la siguiente cadena de matrices; 


а D E 0 | а 0 а 0 
ls ‚|, |: oll 1.5. ы. 1 ell 
a —ab |" —ab 1 а 
1 0 | 1 0 |. |! тай 


12. Se debe señalar que cumpliendo una transformación ele- 
mental cada fila de la matriz nueva es la combinación lineal de 
filas de la matriz dada, después de lo cual hacer uso del número 
requerido de veces del ejercicio 6 b). 


18. Sean dy, ‚бус, + s» Cg Jas filas no nulas de las matrices 
B y C, respectivamente. Suponga que los lideres de estas filas 
se disponon en las columnas соп los números Кү. - -kp уй, .., Les 
doude ky <... < kry h<... < l, Del teorema 2.4 se desprel 
de que tanto de В a С, como de C a В se puede pasar con ayuda de 
las transformaciones elementales, De aeuerdo con el ejercicio 12 


cada unu de las filas б, es la combinación linea) de las filas сү, , 

(бұ mientras que cada una de las filas су, la combinación 
de las filas b4, . . ., dp. Do aquí se ve que Ку = 1. Si, luego, È 
а. + б у са = miba d ads entonces El 
= 11, Y, como antes, cercioramos que А; == l} De modo análo- 


go, examinando las expresiones para by y су cerciorómonos que ky = 
з Sir <s, entonces, continuando este proceso lleguemos а 


|, Monde AZ i< Рага ras de la igualdad сызу = 


= Eh t -e Héb, deducimos que E =.. {= 0 De 


aquí 0 s cre = 0, lo que es imposible. El caso cuando s < 7 se 
examina de manera análoga. 
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$3 
1. k) La matriz del sistema tiene el aspecto 
а орто „о ооо 


vo altri... 0.000. 
пао оа 
П о rs ANSIA 


Sustraemos de la segunda fila la primera, desplacemos la segunda 
fila al tercer lugar y la sustraemos de Ја cuarta fila, En este саво 
se obtiene la matriz 

4 тороо ору... 


Ahora sustraemos de la quinta fila la cuarta, desplacemos la 
quinta fila al sexto lugar y la sustraemos de la séptima fila. De 
resultas surge la matriz 


4 4 010 0 030 0 010 ,0. 
пота о ооо оо... 
полот 0]0 0 00... 


tinuando este реон, cuando п = 3k, 3k + 2 о sea ЗЕ + 1, ros- 


pectivamente Перпотоѕ a las matrices 
в f p 2 jø 
Ш ШЕШЕ G aw ПЕЕ: 
0 04 4 ЕКТІ 
O 4-10 44 


o bien 


0 боо 

0 40. 

0 Ш 
000411400... 1а 00 
отоо 4 114... (ао 
в=119 9 ojo o 110... ajo 00 


оо ооо Wu aa 1j0 0.0 
пото о о 1010 


өш 404000 41. 
о оро оо 0041 


4... 
ЕС! 
о... D 


En los primers dos casos después de las transformaciones elementa- 
los evidentes obtenemos 


B о 


respectivamente. Ahora está claro, que en los primor y tercer casos 
el sistema posee solamente la solución пша, En el segundo caso 
obtenemos zg; = 0 Y журо = —Zaju1 = Tn (señalemos que n= 
=3 H) 2 

5. Si la fíla 5, de la cual ве trata, se representa en forma de 
T= Mbi ++... + АЁ, donde бу, .. ., Bn son las demás filas, 
entonces, al añadir a b la combinación lineal —Ajb, — . . - — dp» 
аралы esta fila a la nula. Nos queda hacer uso de los teoremas 

б. La matriz ampliada debe ser nula, La suficiencia (е esta 
condición es evidonte. Para demostrar la necesidad зе debe hacer 
uso de que las filas Ú ye, = (0,.. .,0. 1, 0,,...0) (= 1,2.... 


+.) п) son soluciones, 


%8 


$4 
2, e) De la matriz dada con ayuda de las transformaciones ele- 
mentales es fácil de pasar a la matriz 
а+ ас» cs езін 
AGA] аа-4аі ... AÑ 
аһ 4] 4,-4) ... арт ар 


Si шу =... = ап, entonces todas las filas, menos la primera, son 
nulas, y el rango сз igual a 0 o sea a 4 en función de que si la primera 
Tila es nula o no. Si аҙ + a, para cierto 1, entonces la ¿-ésima fila 
es diferente de la nula. Mediante las transformaciones elementales 
evidentes la matriz que se analiza se convierte а 


а-ы аі... а 
44-41 аі—а 
Ш “ 


„ Ш 


А! añadir а la primera fila la segunda multiplicada por — at 4 

1 
соп b; = . , , = bp obtenemos la matriz con la única fila En nula 
А en el сазо contrario, cambiando de lugares las primeras dos filas, 

llegamos a la matriz escalonada con dos filas no nulas. 

5. Si а cada Una de las filas de la matriz A añadir la fila co- 
rregpondiente de la matriz B, entonces se obtendrá la matriz С 
qip coincide con la matriz, que se encuentra en el primer miembro 

le la ҚЫ а demostrar, Por esta razón, tomando en consi- 
deración el teorema 4.6 y el ejercicio 3, obtenemos 


Moo В 


(el rano C) 4 wt rango | 
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3. Si la matriz ampliada del sistema de ecuaciones lineales 
resulta no degonerada, el rango de esta matriz es igual а n, mientras 
que el rango de la matriz del sistema no supera a п — 1, lo que, 


20 


Ж = == = = РИБЕ 


en vigor del teorema 5.1 lleva а la incompatibilidad del sistema de 
ecuaciones lineales a examinar, 

9, Si el rango de la matriz del sistema es equivalente y dismi- 
nuye al tachar la k-ésima columna, entonces hay que señalar que 
La A-ésima columna debe pasar por cualesquiera submatriz de orden 
r, Por esta razón, al reducir Й! aspecto escalonado la matriz am- 
pliada de dicho sistema de ecuaciones lineales con la k-ésima co- 
Limas eliminada y aplicando las mismas transformaciones elemen- 
tales para toda la matriz, obtenemos que la r-ésima fila tiene ele- 
mentos no nulos solamente en la k-ésima columna y en la de térmi- 
nos independientes. Después de esto está clara дио жу зе determina 
univocamente. Al contrario, si хһ se determina univocamente, 
entonces esta incógnita no puede ser anunciada libre y, según el 
teorema de las incógnitas principales, la k-ésima columna pasa 
a través de cualquier submatriz no degeneradu, cuyo orden es 
igual al rango del sistema. 


#6 


4. Si ab — cd 5% 0, entonces para а 0 “Де al os sufi 
ciente pasar a |6 3%), al añadir a la segunda fila la pri- 


mera multiplicada por -+ ‚ у señalar que 4 Ez 0. Sí por lo 
contrario а = 0, entonces с =Æ 0 y se puede actuar de modo análogo. 
Al contrario, si el rango | ы z | == 2, entonces а = 0 о sen 
с з 0. Cuando а 0, haciendo el mismo paso, como antes, obtene- 
mos d — La 0, de donde ad — be че 0, Рага c 0 hay que 


actuar análogamente. 

. В. Prestar atención a que para la solución del sistema de ecua- 
ciones lineales con los coeficientes enteros se puede hallar el sistema 
fundamental de soluciones con coordenadas racionales y, а conti- 
nuación, multiplicar las filas obtenidas por el producto de deno- 
minadores. 

7. Componer el sistema homogéneo de ecuaciones lineales con 
el sistema fundamental de soluciones {(1, 0, 0, —1), (0, 1, 0, —1)) 
y, al sustituir en éste la fila (1, 4, £, 1), obtener los términos inde- 
pendientes necesarios, 

9. Primer procedimiento, Indicar que el conjunto buscado de 
soluciones consta de las filas que satisfacen la correlación 
ХИ, 1,3, 1) +p(0, 4, 2, 0) = 

= È (2, 4, 0, 4) +601, 0, 4, 1). 

Al igualar las coordenadas obtenemos е] sistema de ecuaciones linea- 
les con las incógnitas A, p, E, тү. Al resolverlo hallamos el conjunto 
buscado. 

Segundo procedimiento. Componer los sistemas homogéneos 
de ecuaciones lineales que tienen sistemas fundamentales dados 
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de soluciones y, luego, resolver el sistema que consta de todas las 
ecuaciones obtenidas 
10. Componer la matriz de los sistemas fundamentales de 
ambos estos sistemas, determinar su rango (éste resulta igual a 3) 
y hallur el sistema homogéneo de ecuaciones lineales, para las 
emales las filas, que pasan por la submatriz no degenerada de orden 
, sirven como sistema fundamental de soluciones 
12. Puesto que a las transformaciones elementalos de las 
colnmnas de la matriz A corresponden las transformaciones ele- 
mentales de las filas de la matriz A*, entonces es suficiente tomar 
en consideración el ejercicio 9 a) y el teorema 4.6, 
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